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第 一 章 “三 维 欧 氏 空 间 中 的 张 量 
$1-1 引言 一 一 什么 是 张 晶 


”在 物理 学 中 常常 会 遇 到 一 些 不 能 单 用 一 个 数字 天 示 的 
量 。 最 简单 的 例子 是 力 F， 速 度 w， 加 速 度 s， 电 场 强 度 E， 
忠 极 化 强度 P 等 等 。 这 些 量 除了 大 小 以 外 还 有 方向 ， 通 常 称 
它们 为 矢量 。 许 多 物理 规律 用 公式 表示 出 来 都 是 矢量 之 间 的 
等 式 。 例 如 ， 和 牛顿 第 二 定律 

F = ma; (1-1-1) 
患 介质 的 极 化 定律 

P= caE， (1-1-2) 
等 等 。 式 中 必 和 c 分 别 是 粒子 的 质量 和 介质 的 电极 化 率 。 
”我 们 来 较 仔 细 地 讨论 后 一 个 例子 。 在 电 介 反 中 吉 上 电场 
E， 使 得 介质 的 分 子 极 化 。 在 未 加 电场 时 ， 分 子 的 正 电荷 中 


心 与 负电 荷 中 心 重合 ,如 图 1-1(a). 外 电场 E 将 分 子 的 正 、 负 
电荷 中 心 拉 开 一 个 距离 ?"， 如 图 1-1(5)。 用 土 8 表示 分 于 申 
正 、 负 电荷 的 电量 ， 则 有 电 侦 极 撼 
d= gar. 

ee lh a el 

式 (1-1-2) 志 示 介质 的 电极 化 强度 与 加 在 介质 上 的 电场 
强度 E 成 正比 。 比例 系数 < 人 称 
六 虚 极 花 率 。 


但 是 ， 式 (1-1-2) 只 适用 


演 Ep 于 各 向 同性 介质 。 某 些 介质 在 
不 同方 向 有 不 同性 质 。 这 种 不 
-4 同方 向 有 不 同性 质 的 介质 称 为 
(a) 加 电场 前 《5) 加 电场 语 。” ”各 向 异性 介质 。 对 于 这 种 介 
的 中 吕 同 多 守 攻 和 信介 吴 分 子 枯 化 。 质 ， 在 不 辣 方向 加 同样 强度 的 
心 ,空心 加 图 表示 负电 荷 中 心 ， 电场 ， 所 产生 的 电极 化 强度 的 
、 图 1-1 大 小 不 同 ， 而 且 其 方向 也 不 一 
定 和 所 加 的 电场 方向 一 致 。 这 种 介质 的 电极 化 规律 不 能 简单 
用 -1-2) 式 表示 ， 它 们 的 “电极 化 率 ? 和 
茹 。 这 是 物理 量 不 能 用 一 个 单一 的 数字 表示 的 又 一 例子 。 
0 一 个 单一 的 数字 表示 的 物理 量 统称 为 张 
: 张 量 以 它 的 阶 数 〈 又 称 为 秩 数 ) 来 分 类 .矢量 是 一 阶 
in 各 向 异性 介质 中 的 电极 化 率 是 二 阶 张 量 的 前 
”通常 定义 矢量 A 为 “ 既 有 大 小 ， 又 有 方向 的 量 ”， 这 种 
定义 不 便于 推广 ， 下 面 我 们 采用 A 的 另 一 定义 ， 即 矢量 A 为 
“具有 三 个 分 量 .4 ,,， A ;, 4 :的 量 ”。 为 了 便于 书写 , :将 x”， 
,= 三 个 方向 分 别 用 1 2,3 表 示 。 子 是 矢量 A 可 以 用 三 个 数 表 
示 为 (41, 4,, 4，)， 或 简写 为 4;(i=1,2,3)。 由 于 它 有 一 
个 下 标 i， 所 以 称 为 一 阶 张 量 ， Ee 
各 向 异性 介质 中 的 电极 化 率 是 这 样 一 个 物理 量 ， 它 将 一 
个 和 失 量 P 和 另 一 个 矢量 E 建 立 对 应 关系 ， 而 P 并 不 和 E 简单 成 
正比 ;其 方向 也 不 一 定 和 E 平行 。 但 是 ， 当 电场 E 不 太 强 
“ { 注 ) 这 不 是 张 时 的 精 调 定义 、 张 量 的 定义 将 在 8 1-4 中 给 出 。 另 处， 还 应 
指出 ， 广 义 地 说 只 用 一 个 数 就 能 表示 的 量 也 是 一 种 张 重 . 即 等 队 纹 最 -二 煤 各 ;、 


e 人 9 
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时 ，P 和 E 的 对 应 关系 仍然 是 线性 关 系 ‘ 注 )， 它 可 以 用 分 量 表 

示 为 : 
PiesaornBEitamBtarwsEs, z 
ye DRE eI oe (1-1-3) 
Poshapid Dy 

或 缩写 为 


2 0 E; (i=1,2,3). (1-1-4) 


由 此 可 见 ， 各 癌 蜡 性 介质 的 电极 化 这 ee 
=],2,3) 玫 示 , 它 有 两 个 下 标 i,j, 所 以 称 为 二 阶 张 量 。. 
但 是 ， 矢 量 分 量 的 值 是 与 坐标 系 的 选择 有 关 的 。 当 我 们 
将 坐 宗 系 COxyz) 转 一 个 角度 成 为 (Ox’y’z’) 时 ， 矢 量 A 的 
分 量 也 由 (4 :, 4,4,) 变 为 (A,',，A,，', A ,')。 在 不 同 的 
坐标 系 中 ,同一 天 量 的 分 量 有 不 同 的 值 .我 们 知道 ,矢量 (例如 
力 F， 加 速度 1， 电 场 强度 E， 电 极 化 强度 F) 是 窜 观 的 物理 
量 ， 它 们 应 该 与 坐 慰 系 的 人 为 选 撑 无 关 ， 然 而 ， 为 了 定量 地 
表示 它们 ， 又 必须 选 定 一 个 坐 深 系 给 出 它们 的 分 量 。 这 是 一 
个 矛盾 。 解 决 这 一 矛盾 的 方法 是 规定 矢量 分 量 在 坐标 变换 时 
的 变换 规律 .知道 了 这 一 变换 规律 ,只 要 在 一 个 坐标 系 中 给 出 
某 一 矢量 的 分 量 ， 也 就 等 于 在 任意 惟 标 系 中 都 给 出 了 它 的 分 
量 。 这样 给 出 的 矢量 就 是 一 个 与 伦 标 系 无 关 的 客观 物理 量 ， 
同样 的 讨论 也 适用 于 二 阶 和 更 高 阶 的 张 量 .一 个 4 阶 张 
量 的 完整 定义 包括 ， 在 一 个 坐标 系 中 给 出 3" 个 数 ， 和 规定 


( 注 ; 可 以 认为 己 是 E 的 解析 函数 ， 满 足 条 件 ， 当 E=0 时 , P=0., 如 界 E 
不 太 强 ， 可 以 将 这 一 函数 展开 成 泰勒 级 数 , :只 取 不 为 等 的 第 一 项 。 这 就 是 
《! 1-3)。 
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这 些 数 在 坐 深 变换 时 的 变换 规律 两 部 分 。 

我 们 看 到 ， 张 量 分 量 在 坐标 变换 时 的 变换 规律 是 张 量 定 
义 中 的 一 个 不 可 缺少 的 部 分 。 因 些 ， 在 $1-4 中 给 出 张 量 的 
定义 和 运算 之 前 ， 驳 在 下 两 节 中 复习 一 下 三 维 空间 中 的 矢量 
代数 和 坐标 变换 ， 


$1-2 矢量 代数 


一 、 坐 标 基 矢 | 

在 这 一 章 中 的 全 部 讨论 都 采用 直角 坐标 系 ( 笠 卡尔 举 宗 
系 )， 这 种 坐标 系 的 三 个 举 标 轴 方 向 的 单位 矢量 用 e; (i=1， 
2,3) 表 示 。 可 以 区 分 下 面 两 种 情况 ， 如 果 册 61 按 右手 螺旋 
旋转 到 e, 可 以 得 到 e,，， 如 图 1-2(a)， 则 称 为 右手 坐标 系 ， 如 
果 由 e, 按 左手 螺旋 旋转 到 ss 得 到 e,。， 如 图 1-2C6)， 就 称 为 左 
手 坐标 系 。 

这 一 节 只 讨论 右手 坐标 系 。 

三 个 单位 矢量 e, (i = 1,2,3) 称 为 坐标 基 矢 。 由 于 它们 相 
互 垂直 ,所 以 ,不 同 e, 的 点 积 为 零 : 而 由 于 它们 是 单位 矢量 ， 
所 以 ， 同 一 个 e, 的 自 乘 〈 点 积 ) 等 于 1。 亦 即 


人 


(9) 右手 坐 标 系 (5) 左 手 坐 标 系 
图 1-2 两 淡 扒 标 系 


/0 i 
(1-2-1) 
人 

定义 二 阶 对 称 6 符 号 为 
/ 0 当 7 


Bijy= (1-2-2) 
[1 当 i=j, 
则 可 以 将 式 (1-2-1) 写 为 
: €,:6),=0,). (1=2=3) 
由 定义 式 (1-2-2) 可 知 ，9; ;对 它 的 两 个 下 标 对 称 ; 
Oj =0ji. (1—-—2—4) 


我 们 知道 ， 矢 量 的 乘积 除 点 积 外 还 有 又 积 。 两 个 矢量 的 
叉 积 是 一 个 垂直 于 这 两 个 矢量 所 成 平面 的 矢量 ， 而 其 大 小 等 
于 这 两 矢量 的 大 小 之 积 再 乘 上 两 个 矢量 夹 角 的 正弦 。 由 此 立 
即 可 知 ， 一 个 矢量 和 自身 的 又 积 为 零 。 因 此 

EXE, =0 3 人 (1-2-5) 
另 一 方面 ， 由 于 三 个 矢量 ,相互 垂直 ， 且 长 度 都 等 于 1， 所 
以 有 

Ce RE "Ee 


6, XE = —€s XC,.=¢€, (1-2-6) 
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é 3 XeI=—t|Xe,=é€, 


式 (1-2-5) 和 和 式 (1-2-6) 可 以 借助 于 及 对 称 z 符 
号 合 写成 一 个 式 子 。 三 阶 完 全 反对 称 符号 e; ;; 有 二 个 下 标 ， 
每 个 下 标 都 可 以 取 1,2,3 三 个 值 。 按 定义 ， i 的 三 个 
下 标 中 任意 两 个 的 交换 都 反对 称 : 


Eijt Cj 一 2 
由 此 立 著 可知 ，e;j; 的 3 = 27 个 分 量 中 ， 凡 是 有 两 个 下 标 取 
2 
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相同 值 的 分 量 都 是 零 ， 不 为 零 的 分 量 只 是 i, j,k 名 不 相等 ,分 
别 取 1,2,3 三 个 值 的 六 个 分 量 。 又 由 于 有 (1-2- -7) 式 ,因而 这 六 
个 分 量 中 只 有 一 个 是 独立 的 。 取 这 一 个 独立 分 量 为 
E€123 二 | > (1-2—8) 
就 完全 确定 了 e, it。 式 (1-2-7) 和 式 (1-2-8) 合 起 来 是 ej ;的 
定义 。 它 也 可 以 配 为 
是 ijs=0 当 i=]J 避 j= 或 R=i, | 
(1-2-9) 

[as =e2s1=8s12= Es1s = E182= E321=1 
上 式 第 二 行 可 以 表述 为 ，e;;; 当 i,7,k 为 1,2， 3 的 偶 排列 时 等 
于 +1 当 i,j,& 为 1,2,3 的 奇 排列 时 等 于 一 1。 

利用 ej; 可 以 将 式 (1-2-5) 和 式 (1-2-6) 合 写 为 


. 
,XEj;= > eit, (1-2-10) 


实际 上 ， 由 eij ;的 性 质 ， 当 i= 时 ， 式 (1-2-10) 的 在 边 为 
零 ， 这 就 是 (1-2-5)。 当 i 三 j 时 ， 式 (1-2-10) 的 右边 和 式 的 
三 项 中 只 有 &k 古 i,k 专 j 的 一 项 不 为 零 ， 而 由 式 (1-2-9) 就 得 到 
(1-2-6)。 

式 (1-2-3)7 和 式 (1-2-10) 表 达 了 坐 秆 基 天 e;(4:= 1, 2, 3) 
的 基本 性 质 ， 它 们 是 以 下 讨论 矢量 代数 的 出 发 点 。 

二 、 任 意 矢 量 的 点 积 和 又 积 

任意 矢量 4 和 5 可 以 用 沧 标 基 矢 展开 为 


3 
A=0.6,+G4,€6,+0G36, = > ,aiei;， 
1 


(1-2-11) 


3 
2=pDieli+pie:x+pies= be, 
iml 


a,(i=1,2,3) 和 06;(i=1,2,3) 分 别 是 矢量 4 和 4 的 分 量 。 

在 深入 讨论 之 前 ， 先 对 下 宗 作 一 些 说 明 。 凡 是 进行 了 作 
和 的 下 标 称 为 哑 标 ， 如 式 (1-2-11) 中 的 :和 和 式 (1-2-10) 中 的 
k 。 王 味 实际 上 并 不 取 任 何 特定 的 值 ， 而 是 取 遍 1, 2, 3 三 个 
值 。 在 进行 作 和 以 后 ， 旦 宗 不 再 存在 。 例 如 式 (1-2-10) 的 右 
边 是 哑 宗 ， 左 边 就 不 再 有 kh。 反 之 ,不 作 和 的 下 宗 称 为 自由 
标 。 任 何等 式 左 、 右 两 边 的 自由 宗 必 须 正 好 对 应 ， 如 式 (1- 
2-10) 中 的 i 和 j, 

由 于 三 标 只 是 对 下 标 1,2,3 作 和 的 代号 ， 所 以 它 可 以 换 
用 任意 符号 。 例 如 式 (1-2-10) 右 边 的 换 成 !， 或 m 或 任何 其 
他 符号 均 可 。 而 对 自由 慰 就 不 能 任意 改动 〈 如 果 要 改动 目 由 
容 ， 必 须 对 一 个 等 式 的 所 有 各 项 中 出 现 的 这 个 指标 加 时 改 
动 ) . 

一 条 重要 的 规则 是 ， 当 两 个 和 式 相 乘 时 , 哑 标 不 能 重 
复 。 如 果 这 两 个 和 式 原 来 采用 的 哑 怀 相同 ， 则 在 将 它们 相 冬 
时 ， 应 该 将 其 中 一 个 哑 标 换 成 其 他 符号 。 

”现在 来 考虑 任意 矢量 3 和 5b 的 点 积 和 又 积 。 为 了 避免 虚 标 

重复 ， 先 将 式 (1-2-11) 中 的 第 二 式 的 下 宗 i 政 为 i。 如 是 有 


3 3 
a.b= bp > ,0,Die， “7 
1 一 1 


3 3 
axb= Sabje,xe,, 


iml .ol 5 


将 式 (1-2-3)、 式 (1-2-10) 代 入 ， 得 到 


ab= yabiG， (1-2-12) 


imi .wl 


3 $ 3 
axb= > > dejab;e,. (1-2~13) 


根据 式 (1-2-7)， Ci 一 Er ij .代入 式 (1-2-13) 并 改换 是 标 符 
号 ， 可 以 将 式 (1-2-13) 改 写 为 


3 3 3 
axb=> 2, ,eseab,. (1-2-13)’ 


& xb 是 一 个 矢量 ， 式 (1-2-13)、 式 (1-2-13) /是 它 按 举 标 基 矢 
展开 的 展开 式 ， 因 此 ， 它 的 分 量 是 
(a xb)., 人 和 (1-2~14) 
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下 面 来 将 所 得 到 的 点 积 和 又 积 的 公式 化 成 熟悉 的 形式 。 
式 (1~2-12) 右 边 的 作 和 式 中 含有 0; ;因子 。 由 于 6; ;的 性 
质 (1-2-2)， 在 对 i 作 和 时 ， 不 为 零 的 只 有 /=i 的 一 项 ， 因 而 
有 
Vo =b';. (1-2—15) 


这 可 以 总 结 成 一 条 有 用 的 规则 ， 
如 果 在 一 个 式 子 的 某 一 项 中 ， 含 有 因 子 0;; 并 对 7 求 
和 ， 就 可 以 去 控 这 个 0; ;和 作 和 符号 ， 并 将 这 一 项 里 
的 其 他 因子 中 的 下 标 7 都 换 成 i, 
将 式 (1-2-15) 代 入 式 (1-2-12) 得 到 
a.b= So =aGb,+0,b,+ab0,,， (1-2-16) 


1 


再 来 看 式 (1-2-14) ， 当 i= 1 时 , 由 符号 的 性 质 (1-2-9)， 
右边 的 7 和 R 必 须 等 于 2 和 3 而 且 当 7 =2,k= 3 时 有 正 号 ; 当 
J=3,&= 2 时 有 负 号 . 当 !=2,3 时 也 有 类 似 情 况 。 于 是 有 ， 

(a x b), =a,0,—ab, ) 
(axb),=a,0,—ab, (1-2-17) 
(axb),=a.b,—a,b, 
式 (1-2-16) 和 式 (1-2-17) 就 是 通常 点 积 和 又 积 的 公式 。 
在 进一步 考虑 三 个 矢量 的 连 乘积 之 前 ， 先 来 证 明 5 符号 
和 e 符 号 的 儿 个 有 用 的 公式 。 
三 、0 符 号 和 8 符号 的 几 个 公式 
首先 来 看 用 符号 写 出 三 阶 行列 式 展开 式 的 公式 ; 
a Qa, GQ, 


b, b, "a 2 eijraibjcs. . (1-2-18) 


few Je kel 


C) Cs Ca 


证 考 襄 二 阶 行列 式 


b, b, b, 
Ci C2 Cs . 
它 的 展开 式 生 每 一 项 都 是 三 个 因子 的 肝 积 一 一 从 每 一 行 都 取 
一 个 而 且 只 取 一 个 因子 ， 从 每 一 列 也 取 一 个 而 且 只 取 一 个 因 
子 。 因 大 ， 乱 下 式 的 -一般 项 可 以 写 碟 
oro:6: (i 夸 7 坟 有 )， 

其 中 到 正 写 光世 到 负 号 ， 要 视 i、ij、R 是 偶 排 列 还 是 奇 排列 而 
定 。 这 样 ， 入 用 e 信 号 | 号 的 栓 质 (1-2-9), 就 可 以 写 出 (1-2- 
18) 。 

下 看 丽 称 计 明 个 将 8 符号 和 0 符号 相 联 系 的 公式 ， 
。9 。 


9 


Loop m0. PR I A ODN Fe 一下 玫 人 


0 (1~2-19) 


证 ” 先 分 析 等 式 左边 。 根 据 它 的 两 个 :因子 知道 : 
ix jx kh, [x mh. 
结合 这 两 个 不 等 式 可 知 ， 等 式 左边 不 为 零 的 条 件 是 : 
i=1,j=m,i 计 j 或 i=m,j=1,ixj. 
在 第 一 种 情况 下 ， 排 列 i.i、& 和 k、i、m 有 相同 的 本 因 
而 ei jrerin= +1 在 第 二 种 情况 下 ， 排 列 i,i、.&# 和 k、1、m 的 
奇偶 性 相反 ， 因 而 e; jy;241= 一 1。 由 此 得 到 ， 
J 当 i=1,j=m,ixj 
Se 


kml La 当 i=m,7=1,iXxj 
而 在 其 余 情 况 下 ， 它 都 等 于 零 。 
再 来 看 式 (1-2-19) 的 右边 。 当 i=1, j=m, is 《因而 
i 二 m) 时 ， 只 有 第 一 项 ， 因 而 等 于 +1; 当 i=m, j=1,isej 
(因而 i 地 1) 时 ， 只 有 第 二 项 ， 因 而 等 于 一 1 这些 都 和 式 
(1-2-20) 相符 。 还 剩 下 一 种 情况 要 考虑 ， 即 
i=7=/{=m, 
此 时 ， 等 式 (1-2-19) 左 边 为 零 ， 而 右边 的 两 项 都 等 于 1， 相 
减 为 零 。 这 样 就 完成 了 式 (1-2-19) 的 汪 明 。 
“四 、 三 矢量 的 连 乘 。 . z | 
三 个 矢量 &、 .的 连 科 有 两 种 ， 一 种 是 &. (xc)， 另 一 
种 是 a x (b xc)， 
“利用 式 (1- 2- 1 和 趟 (2 -16) 有 


Qa- Oxo) = a bxo), = > 时 esjs0ibics. (1-2-21) ， 


iml . el 


(1~2~20) 


CM 10 0 


利用 式 (1~2-18)， 可 以 将 它 写 成 行列 式 
Ci 0 Gs 
b, b, b, 
Cl Cs, | ; 
A nl 其 值 不 变 ， 因 而 得 到 
a. (bxc)=b.(cxa)=°c.(axDb). (1-2—23) 
”再 来 看 三 个 矢量 的 连 又 乘 &x (bxc)。 先 用 式 (1-2-14) ， 


(bxc) ,== >》 A 


tp mel 


a. (bxce)= (1-2-22) : 


再 用 一 次 式 (1-2-14): 


Cax (bxc)];= Eij10} ; (bx 5c), 


jr Ew 


过 > 2 2 ee bc. 


jmliemlielr=-el 


利用 式 (1~2-19) 可 以 完成 上 式 中 对 8 的 作 和 ， 
[Ce&x(bxc)],= y， (O10jnajbiCcn— On0;100,.6n) . 


j,iireml 
四 =D,(&.c) 一 ci(2.D)， 
在 得 到 后 一 行 时 用 了 式 (1~2-12) 和 式 (1-2~15)。 上 式 对 于 
A 2 ;3 都 对 ， 因而 可 以 合 写成 矢量 等 式 
faxC(bxe)=b(a.c)—e(ab). (1-2-24).. 
te Os i 


$1-3 坐标 变换 
一 节 讨 论 不 同 坐 宗 系 之 间 的 变换 ， 我 们 不 考虑 坐标 平 
e。 T1 。 


黎 ， 而 只 讨论 坐标 原点 不 动 的 变换 ， 其 中 包括 转动 ,镜面 反 
射 和 反 演 .这 三 种 变换 都 保持 矢量 点 积 的 公式 (1-2-12) 不 变 。 
统称 为 正 交 变换 . 
下 面 先 考虑 基 矢 的 变换 ， 然 后 再 看 矢量 分 量 的 变换 。 
一 、 基 矢 的 变换 
设 原 来 坐标 系 的 基 矢 为 
61,€6,.,6;. (1~-3-1) 
转动 后 的 坐标 基 矢 为 
Cli'yeC2' 237， (1-3—2) 
这 三 个 矢量 在 原 坐 宗 系 (1-3-1) 中 的 分 量 用 
(Ai'i,Ai’,,A,’,), 
(A,’'1,A,',,A,’ ,), 
《权证 
表示 ， 因 而 有 
ev = A e+ A est Al’, 
€.’= A el+A,',es+ A,’, (1-3-3) 
es.’= As' elt As'es+ A,'s ， 


这 就 是 新 站 奉 标 基 矢 之 闻 的 变换 公式 ， 它 可 


3 
€,7 -和 (3/ = 1,2,3). (1—-3-4) 


:us |] 


为 了 求 .4 垂 帮 本 式 (1-3-4) 中 的 哑 标 为 1， 再 用 6; 点 内 
左 、 太 两 党， 并 利用 式 (1-2-3): 


3 ; 
7/ 2; = 2 Are6= 2 .46 


i i™=l 


利用 5 符号 的 注 质 求 出 对 ! 的 作 和 ， 得 到 
， 12 ， 


4 =ei7 2i， (1—3—5) 


由 于 e, 和 e, ,都 是 单位 矢量 ， 所 以 它们 的 点 积 就 是 它们 夹 角 
的 余弦 。 因 此 ，4,，, 等 于 新 旧 谷 标 轴 夹 角 的 余 汞 。 

下 面 分 几 种 情况 讨论 。 

1 。 众 标 转 动 

在 举 标 转动 过 程 中 ， 举 标 轴 夹 角 的 余 弦 4,” ,可 以 在 -1 
到 +1 之 间 连 续 地 变化 。 在 此 过 程 中 ,三 个 坐标 基 矢 结合 成 一 
个 整体 一 道 转动 ， 因 此 坐标 系 的 类 型 不 变 ， 即 ， 右 手 坐 宗 系 
转动 后 仍然 是 右手 坐 祥 系 ， 左 手 举 标 系 转动 后 仍然 是 左手 维 
标 系 。 

2 。 镜 面 反 射 

为 了 具体 起 见 ， 假 定 是 对 。 ,e，。 
所 在 平面 的 镜面 反射 如 图 1-3。 此 
时 ， 第 一 个 坐标 基 矢 改 号 而 另外 两 个 “2 


基 矢 不 变 。 用 公式 写 出 就 是 : 图 1-3 ”镜面 反射 
Ci/'/ 一 一 人 1 
2 1 (1-3-6) 
6,.'=€, i 


和 式 (1-3-3) 比较 可 见 
Airi= ~—1,A,,= A,’,=1, 
pa | Cs 
由 图 1-3 可 见 ， 镜 面 反射 的 结果 ， 坐 标 系 的 类 型 发 生疏 
变 一 一 右手 坐标 系 变 成 左手 坐标 系 ， 左 手 沿 标 系 变 成 右手 溪 
标 系 ， 
3 。 反 演 
*， 13。 


.三 个 坐标 基 矢 都 改 号 的 变换 叫 反 
. 演 ， 如 图 1-4。 用 公式 写 出 就 是 :，， 


人 
ei) (1-3-8) 
Ca /= 一 《ss 
和 (1-3-3) 比 较 可 见 ， 
Ai'1=A,',= A =—1,\ 
4，，=-0， 当 asi | 
(1-3-9) 
比较 图 1-3 和 图 1-4 可 见 ， 反 演 可 以 看 成 是 先进 行 对 e,。， 
平面 的 镜面 反射 ， 然 后 绕 第 1 轴 转 180° 而 得 到 。 由 于 转动 不 
改变 坐 怀 系 的 类 型 ， 所 以 反 演 和 镜面 反射 一 样 ， 使 付 标 系 的 
类 型 发 生变 化 。 这 一 尽 也 可 以 直接 从 图 1 4 看 到 。 
二 、 民 矢量 和 性 标 量 z 
坐标 基 矢 叉 乘 的 定义 式 (1-2-10)[ 即 式 (1-2-6)]， 以 及 
由 它 推出 的 两 个 任意 矢量 又 乘 的 公式 (1-2-14)[ 即 式 (1-2- 
17)2 在 任意 坐标 系 中 都 有 相同 的 形式 ， 然而 ， 在 两 类 不 同 的 
坐标 系 中 ， 坐标 基 矢 之 间 有 不 同 的 旋转 关系 ， 如 图 1-2， 因 
此 ， A ei 矢量 的 叉 乘 实际 上 得 到 不 同 的 结果 
中 ， 矢量 的 又 乘 zxb 和 人 矢量 &， b 之 间 形 成 
右手 召 施 关系 ; 而 在 左手 从 村 村 中 b 之 间 形 成 左 
手 好 放 天 系 。 
”我 们 常 说 两 矢量 的 叉 乘 是 一 个 矢量 ， 现 在 我 们 发 现 ， 它 
是 一 个 特殊 的 “矢量 ”。 它 的 特殊 性 在 坐标 系 的 类 型 发 生 恋 
化 时 显示 出 来 。 例 如 ， 假 定 在 右手 坐标 系 中 计算 a x 了, 划 它 
和 &,b 形 成 右手 螺旋 关系 。 经 过 坐标 反 演 ， 坐 标 系 变 成 左手 
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图 1~-4 反 演 


A 


《a xb) 反 演 前 江水 系 ，& x 了 b 和 a,b 有 左手 螺旋 关系 ， 如 

图 1-5。 因 此 ，a xb 在 坐标 反 演 时 改变 方 

器 。 

这 种 在 坐标 反 演 时 要 改变 方 问 的 矢量 

Ce 叫做 厦 矢量 ( 生 ;。 除 了 两 个 真 矢量 的 叉腰 
图 1-5 ax% 在 反 演 是 厦 矢 量 以 外 ， 角 速度 矢量 、 角 动量 矢量 

后 改变 方向 都 是 月 矢量 的 例子 。 

由 于 誉 标 转动 不 改变 坐标 系 的 类 型 ， 所 以 如 果 只 考虑 坐 
标 转动 ， 腹 矢量 和 真 失 量 没 有 区 别 。 : 

如 果 & 和 ?是 两 个 真 矢 量 ， 则 它们 的 点 积 是 一 个 在 转动 和 
反 演 下 都 不 变 的 数 。 这 样 的 数 称 为 标量 。 

如 果 一 个 真 矢 量 和 一 个 中 矢量 点 隘 ， 则 所 得 到 的 数 只 在 
转动 下 不 变 ， 而 在 反 演 时 要 改 号 。 这 样 的 数 称 为 寿 标 量 。 例 
如 ,三 个 真 矢量 sa,b,c 的 混合 连 滋 积 &. (5 x 5) 就 是 一 个 用 标量 

(因为 6 是 真 矢 量 ， 而 bx 2 是 寿 矢 量 ) . 

三 、 矢 量 分 量 的 变换 规律 

一 个 矢量 〈 真 和 撩 量 ) 6 用 坐标 基 矢 e ,展开 为 


a= >》 0,6€,。 (1-3-10) 


在 坐标 变换 (包括 转动 和 反 演 ) 时 ， 基 矢 e ;发 生变 化 (1-3- 
4)， 而 作为 一 种 客观 物理 对 象 的 a 应 保持 不 变 ， 因 此 4 的 分 
量 a; 必须 相应 地 变化 ， z 8 

写 出 4 用 新 坐标 基 矢 e,' 的 展开 式 ， 


3 
&= >》 ， 07ei/， (1-3~11) 


i i 


( 注 】 属 矢 量 又 称 为 轴 和 失 量 ， 相 应 地 称 真 失 量 为 析 失 量 . 


e。 1” 


:em RT - 


它 和 (1-3-10) 应 该 相等 ， 故 有 
yy Rs 


A 


$ wwl 


(1-3-12) 
将 等 式 左边 的 哑 标 改写 为 上 ， 并 用 e, 点 滋 左 、 右 两 边 ， 再 
利用 式 (1-2-3) 和 式 (1~3-5)， 得 到 

a (i =1,2,3). (1-3-13) 


和 式 (1-3-4) 比较 可 见 ， 矢 量 的 分 量 和 坐标 基 矢 有 相同 的 变 
换 规律 。 z 


如 果 a 是 奉 矢 量 ， 情 况 就 有 所 不 同 。 在 坐标 反 演 时 ， 尾 
矢量 要 改变 方向 (参看 图 1~5) 。 因 此 , 式 (1-3-12) 应 改写 为 


Pam 当 生 标 转动 ， 
eo 和 (1I-3-14) 
| -ae 当 坐 标 反 演 。 
而 式 (1-3-13) 应 相应 地 写成 
2 4via 当 坐 标 转动 ， 
ii (1-3-15) 
-ho 当 坐 标 反 演 。 


这 说 明 ， 履 矢量 的 分 量 在 坐标 转动 时 和 坐标 基 拓 一 样 地 变 
换 ， 而 在 坐标 反 演 时 和 坐标 基 矢 的 变换 相差 一 个 符号 。 

四 、 正 交 变 换 
以 上 所 讨论 的 几 种 坐标 变换 (转动 、 反 演 和 镜面 反射 ) 


iG. 


st 


都 保持 矢量 点 积 的 公式 (1-2-16) 不 变 ; 


&.D=>,0D,=》，0i7Di。 (1-3-16) 
+ 了 


i lt 


这 样 的 变换 称 为 正 交 变换 。 下 面 讨论 正 交 变 换 的 条 件 。 
将 式 (1-3-13) 代 入 式 (1-3-16)， 得 到 


3 3 3 
Saib,= 》， 2 2 A A ;ab 
jon 


为 使 此 式 对 于 任意 的 矢量 <、& 都 成 立 ， 需 要 
学 A (1-3-17) 


式 (1-3-17) 是 正 交 变 换 所 应 满足 的 一 个 条 件 。 利 用 它 可 
以 得 到 式 (1-3-13) 的 道 变换 式 。 如 将 式 (1-3-13) 右边 的 三 
标 改 写 为 j， 然 后 用 4,，, 乘 等 式 两 边 ， 并 对 i/ 作 和 ， 可 以 
得 到 


3 3 
>》 My YY A,',A,’,a, 
i /ml jmli /mi 


将 式 (1-3-17) 代 入 ， 并 利用 6 , ;的 性 质 算出 对 j 的 作 和 ， 得 到 


3 
ai = 59iy。 (1-3-18) 


如 果 说 式 (1-3-13) 是 由 a, 到 c,， 的 “ 正 变换 ”， 那 么 式 (1-3- 
18) 就 是 由 6, 1 到 6, 的 递 变 换 。 用 和 /表示 这 一 道 变 换 的 系 
效 。 


3 
a= AT!l'o,s (1-3-19) 


é sl! 


e 1l7。 


i NT a 


则 由 式 (1-3-18) 可 知 

四 MA (1-3-20) 
如 果 将 (4,',) 看 成 一 个 矩阵 ， 则 (A47!') 是 它 的 转 置 逆 矩 
省。 式 (1-3-20) 表 明 ， 正 交 变 换 和 矩阵 的 转 置 逆 矩 阵 等 于 它 
自身 ， 这 可 以 简写 为 ， 


4-!=A. (1-3-21) 
将 式 (1-3-18) 和 5, ，5 ,的 类 似 式 子 代入 式 (1-3-16) 中 ， 
不 难 证 明 


y A,',A;’,=60.,;’. (1-3-22) 
Yo 


式 (1-3-17) 、(1-3-22) 和 式 (1-3-21) 、(1-3-20) 等 效 。 它 们 
是 正 交 变换 所 应 满足 的 条 件 。 

(1-3-17) 、(1—3- 22) 这 两 式 有 直观 的 意义 。 注意 ，A,,， 
的 第 一 个 下 标 i/ 是 矩阵 

/A A 2 
4 = \ A Ai ~ “(1-3-23) 

的 行 标号 ,而 ,7， 的 第 二 个 下 标 i 是 尖 阵 4 的 列 标 导 ， 式 (1-3- 
22) 的 右边 当 记 六 六 时 等 于 0， 这 表示 和 抢 阵 4 的 不 同 行 的 对 应 
元 素 相 导 作 和 等 于 零 ， 而 式 (1-3-22) 的 右边 当 i” = 刀 时 等 于 
1， 这 表示 矩阵 4 同一 行 的 各 元 素 的 平方 和 等 于 1。 将 每 一 行 
的 三 个 元 素 看 成 一 个 矢量 的 三 个 分 量 ， 则 上 渤 论 断 可 以 表 壕 
为 : 矩阵 4 的 不 同行 了 所 代表 的 矢量 相互 正 交 ， 而 每 一 行 所 代 
表 的 矢量 长 度 为 1。 类 似 地 ，(1-3-17) 式 表明 ， 竹 阵 4 的 不 
同 列 所 代表 的 矢量 相互 正 交 ， 而 每 一 列 所 代表 的 矢 量 长 度 
为 1。 这 是 正 交 矩阵 的 性 质 ， 
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$1-4 三 维 欧 氏 空间 中 张 量 的 定义 

一 、 三 维 欧 氏 空 间 
\ 普通 的 三 维 空间 称 为 三 维 网 氏 空 间 ( 注 。“ 欧 氏 ” 两 个 
字 表 示 这 一 空间 中 的 几何 学 是 初等 欧 几 里 德 儿 何 。 

欧 几 里 德 几何 中 有 一 条 “ 匀 股 弦 定理 ”， 它 指出 ， 直 和 角 
三 角形 两 直角 边 的 平方 和 等 于 斜 边 的 平方 

G2+02=c2， 

如 图 1-6。 如 果 在 三 维 空间 中 有 一 个 矢量 x*， 它 的 三 个 分 量 
是 x1,xs,x， 则 将 色 股 弦 定 理应 用 两 次 可 见 ，x* 的 长 度 的 平 
方 (x.x) 等 于 三 个 分 量 的 平方 和 ; 


SS 


b 
直角 三 角形 的 祁 以 弦 王 维 欧 开 空间 中 矢量 的 长 度 
加 1-6 1 
3 3 3 
多 := > xX, Oe (1—4—1) 
1 i j=1 
如 图 1-7。 
式 (1-4-1) 是 区 (1-2 12) 
3 
A (1-4-—2) 


i=1.=1 
( 注 】 在 本 书 中 ， 不 加 说 明 的 “ 欧 下 空间 ”部 指责 欧 氏 空 何 ， 
19 > 


的 特例 。 我 们 在 这 里 强调 ， 它 成 立 的 条 件 是 欧 几 里 德 几 何 学 
中 的 勾 股 弦 定 理 ， 因 而 只 在 欧 氏 空间 中 才 成 立 。 可 以 用 式 
(1~4-2) 作为 欧 氏 空间 的 定义 : 

定义 ”矢量 点 积 的 公式 具有 式 (1-4-2) 形式 的 空间 称 为 
欧 氏 空间 。 

下 面 给 出 三 维 欧 氏 空间 中 张 量 的 定义 。 

二 、 张 量 的 定义 

。 一 阶 张 量 

前 面 已 经 指出 ， 一 阶 张 量 的 最 简单 例子 是 矢量 。 现 在 我 
们 要 为 它 下 一 个 精确 的 定义 。 

把 矢量 称 为 一 阶 张 量 是 强调 它 在 坐标 变换 时 的 变 换 性 
质 。 考 虑 一 个 矢量 x， 它 在 某 一 坐标 系 e, (i= 1,2, 3) 中 的 分 
量 是 x, (i= 1,2,3)。 当 坐标 变换 时 ，x 的 分 量 也 要 发 生变 
换 ， 如 式 (1-3-13)、(1-3-15)。 但 是 ， 矢 量 x 是 一 个 客 观 存 
在 的 与 坐标 系 的 选择 无 关 的 对 象 。 我 们 所 关心 的 是 矢 量 x 本 
身 所 具有 的 与 坐标 系 的 选择 无 关 的 性 质 ， 然而 ， 在 定量 地 研 
究 这 些 性 质 时 ， 又 必须 利用 x 在 一 定 的 坐标 系 中 的 分 量 x,。 
这 是 一 个 了 矛盾， 而 “ 张 量 ” 的 概念 正 是 从 这 一 矛盾 中 引出 
的 。 
正如 绪论 中 所 指出 ， 为 了 解决 上 述 矛 盾 ， 在 某 一 坐标 系 
中 给 出 一 阶 张 量 的 分 量 x, 的 同时 ， 还 规定 它 在 坐标 变换 时 的 
变换 规律 。 这 样 一 来 ， 就 等 于 知道 了 它 在 任意 坐标 系 中 的 分 
量 ， 从 而 得 到 了 一 个 与 坐标 系 的 选择 无 关 的 客观 物理 量 。 

遵循 这 一 思路 ， 我 们 将 前 面 得 到 过 的 变换 规律 式 (1-3- 
13)、(1-3-15)， 提 升 作 为 定义 来 定义 一 阶 张 量 ， 

定义 ”在 坐标 系 e, (= 1,2,3) 中 给 定 三 个 数 x, (i= 1,2， 


。20。 


3); 如 果 当 坐标 变换 


6,'= 9 A,',e, (1-4—3) 
1 om 
时 ， 它 按 
Vs A (1-4-4) 
ion} 


变 ， 则 称 它 为 一 阶 张 量 ; 如 果 它 按 


{Aiix, 当 坐 标 转动 
和 (1~4-5) 
ee 当 坐 标 反 演 


变 ， 则 称 它 为 一 阶 寿 张 量 ， 

显然 ， 矢 量 的 三 个 分 量 构 友 一 阶 张 量 。 但 不 要 以 为 一 阶 
张 量 只 能 由 矢量 的 分 量 构成 。 例 如 ， 设 有 一 个 不 经 过 原点 的 
平面 ， 它 的 方程 可 以 写成 
CGIX, 十 G2Xy 二 CaX。=】， (1-4-—6) 
不 难 证 明 ， 当 坐 宗 变换 为 式 (1-4-3) 时 ， 三 个 分 量 a, (i= 1， 
2,3) 也 按 规律 (1-4-4) 变 换 。 因 此 ， 它 们 也 构成 一 阶 张 量 。 

2 .二 了 路 张 量 

作为 二 阶 张 量 的 例子 ,考虑 在 $1-1 中 讨论 过 的 各 向 异性 
介质 中 的 电极 化 率 &; ;。&; ;在 两 个 一 阶 张 量 E; 和 PP, 之 问 建 
立 线性 联系 ， 如 (1-1-4) 式 : z 


P= .ab, (i=1,2,3), (1-4-7) 


了 四 上 


24。 


et er rer ors re tp pe PT a = 


在 坐标 变换 (1-4-3) 时 ， 瑟 ; 变 成 五 )…， 工 , 变 成 上 ,…， 相 应 地 
ai 也 变 成 ci ， 使 (1-4- _7) 不 变 ， 


和 
A Qtr E,’ (1 = 1,2,3). (1-4-8) 


Rd 
7 = 


将 一 阶 张 量 上 ;和 人 ;的 变换 规律 


3 
£; ee A,’ ee ys 
im] | 


j=1 


代入 上 式 ， 得 到 


3 


jl 一 上 


将 式 (1-4-7) 代入， 并 改写 右边 的 哑 窒 7 为 “， 得 到 
SS ei i Q ; a Pe jE ;., 


iml j=l jl /ms 


这 一 等 式 对 任意 ;都 成 立 ， 因 而 有 
了 as a Ains, 


! 7 一 1 


用 4;) 乘 左 、 右 两 边 ， 对 7 作 和 ， 将 式 (1-3-22) 代 入 ， 然后 
用 5 符号 的 性 质 求 出 对 !' 的 作 和 ， 得 到 


3 3 
Qiry’ = 3, A,',Aj’ ja,j. (1-4—9) 


这 就 是 二 阶 张 量 c,， ,在 灰 标 变换 时 的 变换 规律 。 与 式 (1-4-3) 
比较 可 见 ,a, ,的 两 个 下 标 分 别 独立 地 按照 和 坐标 单位 矢量 的 
恋 换 规律 相同 的 规律 进行 变换 ， 这 可 以 作为 二 阶 张 量 的 定 
义 : 

. 22 外 


定义 ”在 和 企 一 坐标 系 中 给 出 具有 两 个 下 奈 的 九 个 数 ， 当 

坐标 变换 时 ， 这 两 个 下 标 分 别 独立 地 按照 和 坐标 单位 矢量 的 
变换 规律 相同 的 规律 进行 变换 ， 刚 这 九 个 数 构 成 一 个 二 阶 张 
量 。 
. ”这 一 定义 中 谈 到 的 是 二 阶 “ 真 ” 张 量 ， 如 果 所 给 的 九 个 
激 在 坐 宗 反 演 时 ， 除 了 两 个 下 标 分 别 独 立地 按照 和 坐标 单位 
矢量 的 变换 规律 相同 的 规律 变换 之 外 ， 还 要 改 号 ， 则 得 到 的 
是 二 阶 寿 张 量 ， 

. 从 以 上 对 于 一 阶 和 二 阶 张 量 的 定义 可 以 看 出 ， 在 张 量 的 
定义 中 包含 两 个 要 点 ， 第 一 ,在 某 一 坐标 系 中 给 出 一 组 数 ; 第 
二 ， 给 出 这 一 组 数 在 坐标 变换 时 的 变换 规律 。 由 于 有 了 第 二 
点 ， 所 以 尽管 张 量 分 量 的 具体 数值 是 在 某 一 特定 的 坐标 系 中 
给 出 的 ， 实 际 上 也 就 知道 了 它 在 任意 坐标 系 中 的 分 量 数值 。 
而 这 样 一 来 ， 就 有 了 可 能 深入 研究 张 量 所 具有 的 与 坐标 系 无 
关 的 性 质 ,. 以 下 ， 在 介绍 了 高 阶 张 量 的 一 般 定义 以 后 ， 将 要 
进一步 说 明 如 何 利 用 张 量 计算 来 研究 张 量 所 具有 的 与 坐标 系 
无 关 的 不 变性 质 

现在 再 来 看 两 个 二 阶 张 量 的 例子 。 

【 例 1】 当 弹性 物体 发 生 形 变 对 ， 在 它 内 部 的 各 部 分 之 
间 会 出 更 相 互 作 用 力 ， 称 为 应 力 。 考 虑 这 样 一 个 物体 内 部 的 
一 个 小 元 面积 ， 如 图 1-8 。 

设 其 大 小 为 4aq， 法 线 方 壬 单位 和 失 量 为 %n， 则 da =Rda， 
是 代表 这 一 元 面积 的 矢量 。 位 于 这 一 元 面积 左边 部 分 的 物体 
(在 图 1-8 中 用 工 表示 ) 对 位 于 它 右边 部 分 的 物体 〈 图 中 用 
至 表示 ) 作用 一 个 力 了 。 一 般 说 来 ， 的 方向 和 da 的 方向 不 
局 〈 它 包含 平行 于 da 的 压 应 力 和 垂直 于 da 的 切 应 力 两 部 


SO3 4 


分 ) ， 但 当 da 很 小 时 ， 力 f 和 面积 元 da 有 线性 关系 。 改 变 
da 的 大 小 和 方向 , 力 f 的 大 小 和 方向 也 随 之 改变 ， 因 而 可 以 
与 

f=F(da), 
其 中 F (ca) 表 示 以 da 为 自 变量 
的 一 个 线性 矢量 函数 。 将 了 和 qG 
用 某 一 坐庄 系 中 的 分 量 表 示 : 

f. 人 ds 3 

dQa:; da',,da,,da,,. 


图 !-3 各 向 异性 介质 中 的 应 力 


则 上 述 函 数 关 系 可 以 写成 
六 =alidai+alyday+oalydas 
1 :=asiqai+aasdas+oassdas 
fs=os da +toOs.da,+o0,sda,, 
或 缩写 成 
j = 0ijdayi， (1~4-—10) 


了 mm 了 


这 一 式 子 中 的 ac, ;是 一 个 二 阶 张 量 《〈 称 为 应 力 张 
。 重 复 由 式 (1-4-7) 到 式 (1-4-9) 的 推导 ， 就 可 以 证 明 这 
【 例 21 证 明 接 式 (1-2-2) 定义 的 二 阶 对 称 6 符 导 

‘0 当 i3ej 


| (1-4-11) | 
[1 3 ii 


6,，= 

是 一 个 二 阶 妆 量 。 
证 ”假定 在 某 一 坐标 系 中 按 式 (1-4-11) 给 出 了 0, 。 我 
机 所 要 证 明 的 是 ， 如 果 在 坐标 变换 时 。 让 它 按 二 阶 张 量 的 才 
律 变 ， 则 在 新 坐标 系 中 ， 它 前 分 量 仍然 到 式 (1-4-11) 所 规定 


24， 


葛 值 。 
按 张 量 的 变换 规律 (1-4-9)， 
SE 


= jot 


但是， 根据 正 交 变换 的 性 质 (1-3-22)， 
Ne 0 当 if 
4 ,di ;= 
当 和 =》 

. 这 就 证 明了 ， 按 式 (1~4~ 0 ,在 坐标 变换 后 ， 其 各 
个 分 量 的 值 不 变 。 也 就 是 说 ， 在 任意 坐标 系 中 都 按 (1-4-11) 
.定义 的 二 阶 对 称 6 符 号 是 一 个 二 阶 张 量 。 

3 。 高 阶 张 量 

高 阶 张 量 的 定义 可 以 从 一 阶 和 二 阶 张 量 的 定 义 推广 而 
来 。 

定义 ”在 在 一 坐标 系 中 给 出 具有 ?个 下 标的 3 个 数 ， 当 
砍 标 变换 时 ， 这 vz 个 下 标 分 别 独立 地 按照 和 坐标 基 矢 的 变换 
规律 相间 的 规律 净 换 ， 

0 7) A A A 0 


(1—4-12) 
则 这 3" 个 数 a， 4 . 构 伐 一 个 z 阶 张 量 。 


如 果 4; ，;,… ,在 坐 祈 转 动 时 按 式 (1-4-12) 变 ， 而 在 坐标 
友 演 时 ， 比 式 (1-4-12) 差 一 个 符号 ， 


2 A Aiss,s Aisi, lis isiv 当 堂 标 转 动 


1'2™ 
BD SW 当 堂 标 反 演 
人 (1-4-13) 


ob» 


则 ci, 询 成 一 个 > 阶 帮 张 量 ， 

以 上 各 式 中 的 作 和 符号 没有 写 出 作 和 范围 ， 而 隐 含 着 从 
1 到 3 的 作 和 ， 

实际 上 ， 上 述 定义 是 张 量 的 普遍 定义 ， 其 中 包括 > = 0 的 
零 阶 张 量 ， 即 标量 〈 寿 标量 ) ， 以 2 2 的 一 阶 、 二 阶 
张 量 〈 硒 张 量 ) 。 下 面 再 举 一 个 三 阶 张 量 (>"= 3) 的 例子 ， 

〖 例 3 本 有些 晶体 在 压 电 效应 。 当 它 由 于 形变 而 产 生 应 
力 时 ， 会 出 现 电场 。 用 cj 表示 应 力 张 量 ( 见 例 1) ， 刀 , 表 
示 由 于 压 电 效应 产 生 的 电感 应 矢量 D 的 分 量 ， 则 D ,是 0,， 
的 图 数 。 这 一 硝 数 关系 可 以 写成 

D,=2 479.j103s, (1-4—14) 
证 明 7,;j;; 是 一 个 三 阶 张 量 ( 称 为 压 电 张 量 ) 。 
证 当 坐 标 变换 时 ， 刀 ,和 cj 分 别 按 式 (1-4-4) 和 式 
〈1-4-9) 变 ， 

Drs dbs (1-4-15) 


Oy JR (1-4—16) 


将 后 一 式 子 按 式 (1-3-18) 的 形式 写成 地 闪 半 
3 (1-4-17) 
将 式 (1-4-17) 和 式 (1-4-14) 一 道 代 入 式 (1-4-15)， 有 有 
Dre Y amrA 
= ArA A A 0 a 


1 


+ 26 + 


但 是 :在 新 坐 慰 系 中 ， 压 电 效 应 的 规律 (1- -4-14) 式 也 应 成 立 ， 
D.,’ = > dm 0, 


Pe A 4 
2 


比较 以 上 二 式 ， 得 到 


yi 汉人 和 4 rp A pis (1—4-18) 
这 就 证 明了 ? jz 是 三 阶 张 量 。 
= 六 量 的 整体 符号 


以 上 我 们 是 在 第 卡尔 坐标 中 给 出 张 量 的 分 量 来 定 义 张 
量 。 但 是 ， 张 量 也 可 以 用 整体 符号 表示 ， 这 种 表示 在 有 些 情 
况 下 (特别 是 对 于 一 阶 和 二 阶 张 量 ) 用 起 来 比较 方便 。 

以 一 阶 张 量 为 例 ， 它 用 分 量 写 出 是 a,， 将 a; 乘 上 坐标 天 
欠 e, 并 作 和 ， 就 得 到 


a 
a=) a,e€, (1-4-19) 
-ws 1 : 


这 就 是 代表 一 阶 张 量 的 整体 符号 。 它 就 是 通常 的 矢量 符号 。 
与 此 类 他， 将 二 阶 张 量 的 分 量 a,; 滋 上 坐标 基 矢 e;, 和 e， 
并 作 和 ， 得 到 代表 二 阶 张 量 的 整体 符号 


o= Dot. (1—-4-20) 
注意 ， 上 式 右 边 并 排 书 写 的 两 个 矢量 e, 和 e; 之 间 不 进行 任 条 
矢量 运算 -一 既 不 又 条， 也 不 点 乘 。 它 们 是 两 个 独立 的 单位 
和 矢量， 共同 构成 二 阶 张 量 的 基 ; 
将 式 (1-4-19) 中 的 哑 标 i 收 为 !{， 再 用 e ,点 和 慰 ， 得 到 


e «27 0 


0 > ,ai(eei). 


1ml 


利用 式 (1-2-3) 避 可 看 到 ， 上 式 右边 等 于 c,， 即 
Gi=4.6;， (1-4~21) 


这 是 由 整体 符号 4 求 分 量 a ,的 公式 。 


类 似 地 ， 将 式 (1-4-20 ) 中 的 哑 标 i， 1 改写 为 1,m, 再 用 @， 


和 ,分 别 从 左边 和 右边 点 恬 ， 得 到 


go = Gm(€;,:€.) (Es.:0;) 


irel 


= 》， Gins0,G。i=Gi) 


inml 
序 
Giji=CiG 2i。 (1-4-22) 


这 是 由 二 阶 张 量 的 整体 符号 a 求 分 量 a; ;的 公式 。 

【 例 4 了 将 电极 化 的 规律 式 (1-4-7) 写 成 整 体 符 号 的 形 
式 。 

解 ”电极 化 率 c, ,写成 整体 符号 是 


Das. (1-4-23) 
将 它 和 电场 强度 
, E= DE (1-4~24) 
虚 淋 ， 得 


a 


Qa.E=y S aEe(e,.e,) 


29 > Ci 五 4ei0i 
eo (FasE,). 
将 式 (1-4-7) 代 入 ， 得 到 
A.E= Ve P=p, (1-4-25) 
mm < 


这 就 用 整体 符号 写 出 了 电极 化 规律 (1-4-7) 式 。 

从 这 个 例子 可 看 到 ， 写 成 整体 符号 的 二 阶 张 量 ， 可 以 和 
矢量 (一 阶 张 量 ) 点 乘 ， 得 到 另 一 矢量 。 这 种 点 飞 一 般 说 来 
与 次 序 有 关 ， 即 E. 2 一般 说 来 不 等 于 & .EE， 只 在 9 是 对 称 
二 有 阶 张 量 一 一 a, ; = Qj ;时 ， 两 者 才 相 等 . 

一 个 重要 的 二 阶 张 量 是 6 ; ( 见 例 2)， 它 称 为 二 阶 单位 张 


其 。 它 的 整体 符号 是 
2 ee0= Pee,, (1~4-26) 
它 和 任意 矢量 4 的 点 积 还 等 于 这 一 矢量 自身 : 
ea=a'e-=a (1-4-27) 
证 


ea= > ,e;(e; '@) 一 y ea, =e. 


e $9. 


OT ne ee mm 四 .PE 


对 于 e. e 也 有 同样 结果 。 


$1-5 三 维 欧 氏 空间 中 的 张 量 运算 


在 这 一 节 里 ， 我 们 先 讨论 三 维 欧 氏 空间 中 张 量 的 几 种 代 
一 、 张 量 的 运算 
张 量 运算 的 基本 要 求 是 :运算 结果 所 得 到 的 仍然 是 一 个 


张 量 。 这 一 要 求 的 理由 是 ， 只 有 这 样 才 能 使 运算 在 坐标 变换 


下 有 具有 不 变性 ， 从 而 能 够 在 任意 坐标 系 中 进行 
张 量 的 代数 运算 包括 加 法 、 习 法 、 缩 并 和 置换 。 
1 。 张 量 的 加 法 


” 设 有 两 个 同 阶 张 量 0; ,1 , 和 6b; ,1,…,， 它 们 的 和 是 对 


应 分 量 分 别 作 和 ; 


0 se : 
“iis™iy iiig™iy i 


| 


ce， ,… ,构成 一 个 » 阶 张 量 C 即 它 按 ; 阶 张 量 的 变换 规律 变 


换 ) 、 这 就 是 说 ， 按 式 (1-5-1) 定 义 的 加 法 运算 对 坐 标 变 换 
具有 不 变性 。 
ml 


。 张 量 的 滋 法 | 
et 
0 "1! roi i 1i2" OD ne a (1-5-2) 
很 容易 证 明 ， 按 此 式 定义 的 <,，,， ,是 一 个 4+? 阶 的 张 


量 。 
.30° 


fl dd | 


注意 ， 进 行 乘法 的 两 个 张 量 的 阶 数 不 一 定 相 同 ， 习 积 张 
最 的 阶 数 等 于 它们 二 者 的 阶 数 之 和 。 

还 应 注意 ， 在 式 (1-5-1), 式 (1-5-2) 中 ， 下 标 ii,i,,…， 
io+ ,都 只 能 取 1, 2, 3 这 三 个 值 ， 而 “下 标的 下 慰 ? 1，2，…， 
4A+? 是 用 来 标志 各 个 不 同 下 标的 符号 ， 取 从 1 到 4+z2 的 整数 
值 。 

张 量 飞 法 的 最 简单 例子 是 两 个 一 阶 张 量 相 习 得 二 阶 张 
量 。 设 有 两 个 失 量 sa& 和 ?b， 它 们 的 分 量 c,,27 构 成 两 个 -- 阶 张 
量 ， 它 们 的 腰 积 

cijs=a.b; (1-5-3) 

是 一 个 二 阶 张 量 ， 称 为 和 b 的 并 矢 。 利 用 式 (1-4-20) 定 义 的 
整体 符号 ， 可 将 并 矢 写 为 ， 


~ 3 > 
c= 2 Cje,e; = (Tae )((56se0)=a. 
i 1 .a | 


i 了 办 


”3 。 张 量 的 缩 并 
设 有 一 个 二 阶 以 上 的 张 量 a，,,…;, (> 之 2)， 任 意 选 定 它 


的 两 个 下 标 ， 例 如 第 1 个 和 第 > 个 下 标 ， 将 这 两 个 下 宗 取 相等 
值 的 那些 分 量 抽出 来 并 作 和 ， 


1 (1-5~4) 


则 6;，; .1,_, 称 为 01,:,.…, 对 下 标 iL 和 记 的 缩 并 ， 它 有 


v 一 2 个 下 村， 我 们 来 证 明 它 是 一 个 ?二 2 阶 张 量 ， 
证 ， 在 坐标 变换 时 ，a,,, ,.…, , 变 为 


es 31。 


Git!t = 2, es 
i . 
在 新 华 宗 系 中 。 类 似 于 式 (1-5-4)， 有 
3 
Gr 
a i tois iyo1! 
nd A ee A ee 
i 411 ”2 : ， * 


利用 式 (1-3-17) 计 算 对 1 的 作 和 ， 得 到 6,,; ,， 从 和 将 又 可 以 
算出 对 i, 的 作 和 。 于 是 有 


| a 
213 ty—t 


3 
be ey LE 站 人 . . 站 
ee > ee a ee 
i wl 国光 


27531177 一 


将 此 式 中 的 哑 标 i 改写 成 {， 和 式 (1-5-4) 相 比 得 到 


Oa 1 芝 
"tes3" vy—1 
2 7 a Ce 
2 A “a 3*3 Se 2 4 一 1 


这 就 证 明了 c;,;,…,_, 是 一 个 ?一 2 阶 的 张 量 ， 
缩 并 运算 是 一 种 重要 的 张 量 运 算 。 常 常 还 会 用 到 将 两 个 
张 量 先 习 起 来 再 缩 并 的 运算 。 例 如 ， 将 一 个 3 险 张 量 a, ,各 
人 


然后 ， 再 将 7 和 ! 缩 并 ，R 和 mm 缩 并 ， 得 到 一 个 一 阶 张 量 ， 
as。 32 。 


yy 一 ! 


四 = (1-5~5) 
jE 


有 时 简称 d ,为 a;j; 利 D;; 的 缩 并 。 

许多 物理 规律 的 数学 表达 式 都 含有 张 量 的 缩 并 。 例 如 ， 
各 疝 异 性 介质 的 电极 化 规律 ， 式 (1-4-7) 的 右边 是 二 阶 张 量 
Qi 和 一 阶 张 量 中 ,的 缩 并 ; 各 回 异 性 介质 中 的 应 力 ， 式 (1- 
4-10) 是 二 阶 张 量 c,， 和 一 和 阶 张 量 da 的 缩 并 不 电 效应 式 
(1-4-14) 是 三 阶 张 量 > ;和 二 阶 张 量 o ,的 缩 并 。 由 于 缩 并 
以 后 仍然 是 张 量 ， 所 以 这 些 等 式 都 是 张 量 之 间 的 等 式 。 在 坐 
和 标 变换 时 ， 等 式 两 边 都 按 张 量 规律 变 ， 所 以 在 任意 坐 慰 系 中 
等 式 都 成 立 。 通 常 说 ， 这 种 等 式 在 坐 怀 变换 时 是 协 变 的 。 这 
句 话 的 意思 是 说 ， 由 于 等 式 左 、 右 两 边 按 同一 规律 变 ， 所 以 
在 坐标 变换 寺 程 中 ， 等 式 始终 成 立 。 

4 。 指 标的 置换 

将 一 个 张 量 c, ，, ,… ,的 任意 两 个 下 宗 ， 例 如 i, 和 记 的 位 


轩 互 换 ， 仍 然 得 到 一 个 张 量 ， : 
Ge = 4， ce ee . ls 5-6) 


这 称 为 指标 置换 运算 ， 也 是 一 种 重要 的 张 量 运算 。 
二 、 三 阶 完 全 反对 称 财 张 量 
现在 来 证 明 ， 按 式 (1-2-9)[ 或 (1-2-7)、(1-2-8)] 定 义 的 
三 阶 完 全 反对 称 e 符 号 是 一 个 三 叭 盾 张 量 。 为 此 先 证 明 ， 张 
量 指标 的 对 称 性 和 反对 称 性 在 坐标 变换 下 不 变 ， 
证 ” 设 张 量 a; ;,… 对 下 宗 人 8 对 称 ， | 
PT (1-5-7) 
此 式 右边 是 原 张 量 对 指标 关 置 换 的 结 果 ， 所 以 仍然 是 一 个 张 
。 33。 


量 。 式 (1-5-7) 是 张 量 之 阁 的 等 式 ， 因 而 在 坐标 变换 下 协 
变 ， 在 新 坐标 中 也 成 立 ; 
On 
即 ， 张 量 9, y 和“ 对 7 的 对 称 性 在 坐标 变换 下 仍然 保持 ， 
同 理 ， 如 果 a, ; ,.…" 对 178k 反 对 称 : 
ijin= On (1-5-8) 
则 由 于 它 是 张 量 等 式 ， 所 以 也 是 在 任意 坐标 系 中 都 成 
3 

现在 来 按 式 (1-2-7)、(1-2-8) 定 义 一 个 有 三 个 下 标的 
量 e; ;:， 它 对 三 个 下 标 都 反对 称 : 
Eijt= eit 一 一 ij 一 一 ji ess est (1-5-9) 
而 且 

2123 二 二 (1-5~10) 
我 们 在 任意 坐标 系 中 都 这 样 定义 e; ;,。 问 题 是 这 样 得 到 的 
C ;+ 是 不 是 张 量 ， 

为 了 回答 这 一 问题 ， 假 定 在 一 个 特定 坐 宗 系 中 按 以 上 方 
式 定义 了 e, jy;， 然后 让 它 按 张 量 的 变换 规律 变 ， 看 看 在 新 坐 
标 系 中 式 (1-5-9)、(1-5-10) 是 否 仍然 成 立 。 

由 于 下 鹤 的 反对 称 性 在 举 标 变换 下 保持 ,所 以 只 要 式 (1- 
5-9) 在 一 个 坐标 系 中 成 立 ， 它 就 在 任意 坐标 系 中 都 成 立 。 需 
要 检验 的 只 是 式 (1-5-10) 。 

让 于 下 标的 完全 反对 称 性 ，s; 的 六 个 不 为 零 的 分 
量 或 者 相等 ， 或 者 相差 符号 ， 

Rs sh We 
人 
我 们 来 计算 ep 的 平方 
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2 
2, (81738) = 7 Eiji/Ei7j 7 
Wr 本 
=6(elirz'y) (1—5-11) 
为 一 方面 ， 利 用 张 量 的 变换 性 质 有 
》 ， Cor 


Pe A 


二 》， Airedyry Ado rr A rd rade 
sj 
了 


站 网 自 


再 刊 用 正 交 变换 的 性 质 式 (1-3-17)， 得 到 
> (e, 17) = idjnds ne tern 


i i/ 


二 (1-5-12) 
17 上 8 


结合 式 (1-5-11) 和 式 (1-5-10) 可 见 ， 
(BI ta) 1 (C10=13) 

按 式 (1-5-10)， 在 从 标 变换 前 ，e, ,=1; 而 由 (1-5-13》 
知道 ， 在 坐标 变换 后 ，e ,','’ 可 能 等 于 +1， 也 可 能 等 于 
—1。 

由 于 坐标 转动 是 连续 变换 ， 不 可 能 引起 从 +1 和 到 一 1 的 突 
变 ， 所 以 在 党 慰 转动 下 eli'z'sy = +1， 符 合式 (t-5-10) 。 

当 坐 标 反 演 时 ， 按 式 (1-3-9) 有 有 

Al',=A,',= A,’',=—1 

Ai',= A,'\=A,'s,=A,',= A,',= A.’',=0. 

因此 ， 


e121s3 = A A A yes = (一 1D)23x1= 一 jb 


s $5。 


和 式 (1-5-10) 差 符号 ， 

我 们 看 到 ， 如 果 让 ei;; 按 三 阶 直 张 量 的 规律 变换 ， 则 在 
坐标 转动 下 式 (1-5-10) 仍然 成 立 ， 而 在 坐标 反 演 下 和 和 式 (1- 
5-10) 差 符号 ， 我 们 希望 在 任意 坐标 系 中 ， 式 (1-5-9》、(1 
5-10) 都 成 3， 因 此 ej; 应 该 在 从 和 标 转 动 下 和 三 阶 真 张 拭 的 
恋 换 相同 ， 而 在 坐标 友 演 下 ， 和 三 阶 真 张 晤 的 变换 规律 差 符 
号 。 这 也 研 是 说 ，e; ;1: 应 该 按 三 阶 谋 张 量 的 规律 变 ， 

这 样 ， 我 们 就 证 明了 ,在 任意 坐标 系 中 都 按 式 (1-5-9)、 
(1-5-10) 定义 的 es, jy; 是 一 个 三 阶 腊 张 量 ， 称 为 三 阶 完 全 反对 
称 疙 张 定 。 

三 、 三 维 欧 氏 空间 中 的 二 阶 张 量 

除 一 阶 张 局 《矢量 ) 以 外 ， 二 阶 张 量 是 在 实际 中 遇 得 最 
多 的 一 种 张 量 。 下 醒 我 们 着 重 讨论 二 阶 张 量 的 性 质 。 

1 。 将 二 阶 张 量 分 为 对 称 和 反对 称 部 分 

如 果 一 个 二 阶 张 量 5; ;对 它 的 两 个 下 标的 交换 对 称 ; 

De 5 
克 称 它 为 二 和 阶 对 称 张 量 ， 而 如 果 二 阶 张 量 c,， 对 下 标的 交换 
反对 称 ， 
Ci 二 一 Cji9 
就 称 它 为 二 只 反对 称 张 量 。 

一 般 说 来 ， 任 意 张 量 c,; 既 不 对 称 ， 又 不 反 对称。 取 它 
的 分 量 a; ;和 下 杯 置 换 后 的 分 量 4; ,之 和 用 2 除 ， 得 到 一 个 新 
的 张 量 ， 
: bis=a 0 H(t 01). 人 = 


这 一 运算 称 为 下 味 纪 的 对 称 化 ， 我 们 用 圆 括号 将 订 括 起 来 表 
* 36. 


如 果 取 a, ;和 a; ;之 差 用 2 除 ， 就 得 到 
Cijy=0 rj] = 04). 《1--5~-15) 


这 一 运算 称 为 下 标记 的 反对 称 化， 用 下 标 ij 加 方 括号 表 示 。 
显然 ，c; ;是 一 个 反对 称 张 量 。 
将 以 上 二 式 相 加 ， 得 到 
ii=QGdii) 二 Gil， (1-5-16) 
这 样 就 将 一 个人 入 的 二 阶 张 量 展开 成 了 对 称 部 分 和 反对 禾 部 
反对 称 二 大 全 昌 
人 
对 称 性 知道 ， 只 有 当 ;< ?时 5，， 才 不 等 于 堆 ， 因 而 它 只 有 六 
个 不 为 零 的 分 量 。 这 六 个 分 量 组 成 相差 符号 的 三 对 ， 
bis= 0,1, := 一 bs2， .= 一 Di 《1-5-17) 
排 成 矩阵 形式 就 是 < 


b), 一 IN 汪汪 训 
《0 0-(- ,10 bss) (6-18) 
bs,: —b,, -0 < 0 


a de eed 
6,,,b,s,b,1!。 我 们 来 证 明 ， 这 个 分 量 组 成 一 个 网 笑 量 。 

为 此 , 到 三 阶 腹 张 量 ， re 然 局 用 2 除 得 到 一 
个 一 阶 履 张 量 ( 即 尾 撩 量 ) : | 


0; de (1-5-19) 


利用 式 (1-2-9) 和 式 (1-5-17)， 得 到 。 


Gi= bys by G, =8,1 = 一 0 


。 37 。 


qs =612 > —b2. (1-5220) 
因而 式 (1-5-18) 可 以 写 讶 Se 本 
6 9 
G, 一 41. 0 
因此 ， 友 对 称 二 阶 张 量 实质 上 等 同 二 一 个 项 矢量 ()， 
【 例 13 已 知 磁 场 强度 月 是 一 个 半 矢 是 ， 试 将 它 写成 一 
个 反对 称 二 阶 张 量 ， 
; 解 ,或 式 (1-5-21)， 和 寻 对 应 的 二 一 息 张 景 是 ， 
D0 ' 2 “一 万 ， 
(F., on 人 (各 0 H,), (1-5-22) 


(1-5-21) 


人 = 一 下 = 一 本 {1=5=23) 


ee 
。 二 芥 张 量 的 不 变量 
oe 阶 张 量 的 九 个 分 量 可 以 组 成 一 些 在 坐标 变换 时 不 
变 的 基 , ( 邯 宗 量 ) 。 Ce 


物理 章光 。 
We ji 条 它 的 两 个 下 并 ， 喜 得 到 


0 + G2g+ 0 3 (1—5—24) 


er 
[ 注 】 这 一 绪论 只 在 三 维 欧 氏 空间 中 成 立 。 因 为 ， 只 是 在 三 维 欧 氏 空 间 
中 ， 完 全 反对 称 坚 张 是 才 是 三 阶 的 。 


。 38。 


它 称 为 张 量 e, ;的 迹 。 
如 果 6, ;对 下 标 条 反对 称 ， 则 所 有 i = /的 分 量 本 
因此 ， 反 对 称 二 阶 张 量 的 迹 为 零 . 
衣 例 2 了 求 两 个 矢量 4 与 5 的 并 矢 的 迹 ， 
解 e, 与 5 的 并 矢 是 
ci;= ab 


它 的 这 是 
Scis= 9 ob,=a.b 


此 ，a 与 ?的 并 矢 的 迹 就 是 矢量 e 与 8 的 点 积 。 
二 阶 张 量 的 迹 可 以 利用 6,; 政 写 为 


Dg (1-5-25) 
i wl 6 . 


因此 ， 二 阶 张 量 a, ;的 迹 是 它 与 6, ;的 缩 并 。 

为 了 得 到 ac, ;的 另 一 个 不 变量 ， 可 以 利用 三 阶 完 全 反对 
称 张 量 e ,;,。 取 两 个 es 和 三 个 0,y 缩 并 ， 使 全 部 下 福 缩 并 
挤 ， 得 到 一 个 等 阶 张 量 一 一 标量 ， 

erenn0 i (1-5-26》 


了 解 四 


不 难 证 明 ， 这 样 得 到 的 不 变量 就 是 4; ;的 行列 式 : 


DM iOjm0is = la,; | 


Gil GI, G13 


= 《1-5-27) 


21 GQ,, (04,3. 
G31 G3» G4,, |. 


‘39.. 


证 由 于 式 (1-5-26) 中 有 ss ， 对 六 0 作 各 ， 只 有 
MI， 1 分 别 等 于 1;2, 3 的 六 项 不 为 零 。 首 先 看 [=1, .m=2， 
n= 3 的 一 项 。 和 人 ns 
G1 0 sg 


dss 422 Qs . 


es 守 
pp 


Gs1 ds 4G,3j. 

对 1,m,% 作 和 中 的 另外 五 项 由 1;,, 的 下 款 交 换 而 得 到 。 例 
如 ， 交 换 1 熏 2， 有 : 
ee 

We Qi a dr 1s Gis 


,02, ds! 0,;, 二 


G;! 04,» 023 


Qs, G31 03s ds ds Gs31. 
可 以 看 出 ， 所 有 这 六 项 都 相等 ， 都 等 于 0, ;的 行列 式 。 这 就 
证 明了 式 (1-5-26) 。 


31-6 张 量 场 


以 上 讨论 了 三 维 欧 氏 空间 中 的 张 量 以 及 它 的 几 种 代数 运 
算 。 在 这 一 节 里 讨论 张 量 场 以 及 它 的 微分 运算 。 

设 在 空间 的 每 一 点 衣 (x,,Xx,, xX;), 都 给 定 一 个 同 阶 的 张 
量 ,， 例 如 三 阶 张 量 a, ; (0 )， 就 称 它 为 一 个 张 量 场 。 张 量 

a,jys (M) =a,;, (x,, Xs,X,) 
的 每 一 个 分 量 都 是 区 的 坐标 Yiy,xayxs 的 函数 。 我 们 假定 ， 这 
一 函数 的 性 质 足 驶 “ 好 ”》， 可 以 对 x:，x:，xs 求 导 到 所 需要 
的 次 数 ， 
. 49 。 


一 、 导 数 张 是 
设 有 一 个 ? 阶 张 量 场 o,，，，,,CM)。 它 对 x: 的 偏 导数 
是 : 


O10, 1, (MY)= 9 4, ,CM). (1-6-1) 


我 们 来 证明 ， 它 是 一 个 "+ 工 阶 抽 兰 量 。 
证 训 点 的 从 宗 xi({=1,2,3) 是 一 个 一 阶 张 量 ， 它 在 坐 
标 变 换 时 的 变换 规律 是 
xi = YA X, (1-6-2) 
根据 式 41-3-18) ， 上 式 的 道 变换 是 
xi = 4ivixiv， (1-6-3》) 


? 难 张 量 的 变换 规律 是 ， 


5 0 
/ A A BE 3 Fy  ”， een | a . , , 
9 ， Ci Msndesis My 


(1-6-—5) 
但 是 ，0，;,…i ,是 X, 的 沙 数 ， 而 x, 又 是 Xx,' 的 时 数 C 如 式 (1- 


6-3)]， 根 据 复 合 范 数 求 导 的 法 别 
ss 4 。 


re mt 0 ett te Te pe ie 


OX’ ‘1'3 OX, 1'2”'rOX,/ 
而 由 焉 (1-6~3) 
OX 要 
Bx A 人 


和 上 式 一 道 代 入 式 (1-6-5)， 得 到 


有 
SIE A 


本 2 Ai'iAisi dis; 
这 就 证 明了 式 (1-6-1) 是 一 个 >+1 阶 的 张 量 。 我 们 称 它 为 张 
量 场 ", ,，，…，，,( 寻 ) 的 导数 张 量 。 它 也 依赖 于 空间 点 恤 ， 因 而 


是 一 个 »+1 阶 张 量 场 ， 

利用 导数 张 量 和 0, ;,e,;, 的 不 同方 法 缩 并 ， 可 以 得 到 各 
种 不 同 的 张 量 场 。 下 面 举 一 些 简单 的 、 用 途 广泛 的 例子 。 

二 、 梯 度 ” 散 度 旋 度 

在 通常 的 矢量 分 析 书 中 研究 过 梯度 、 散 度 和 旋 度 。 我 们 
现在 利用 导数 张 量 来 得 到 它们 。 这 样 不 仅 可 以 加 深 对 它们 的 
理解 ， 而 且 可 以 建立 一 套 系统 的 完整 的 计算 方法 。 

1] 。 标 量 场 的 梯度 

设 有 一 个 零 阶 张 量 场 ， 即 标量 场 a(M)。 它 的 导数 张 量 
是 一 个 一 阶 张 量 场 ， 称 为 这 一 标量 场 的 梯度 ， 


__9 _6- 
(grada) ， 0 (1-6—8) 


Ai';,99; 1i2"iy . (1—6-7) 


2 


2 。 矢 量 场 的 散 度 和 旋 度 
e 从。 


再 来 看 一 阶 张 量 场 e, C2M)C 即 矢量 场 a(M)J。 它 的 导数 
张 量 是 一 个 二 阶 张 量 场 
加 
;9， v0 (1-6-9) 
将 它 和 6, ,; 缩 并 ， 得 到 一 个 宗 量 场 ， 称 为 c, 的 散 度 ， 


diva= 5, ‘$2 = Se. (1-6-10) 


将 9;4, 和 e;;, 缩 并 ， 得 到 一 个 尾 矢 量 场 ， 称 为 a 的 旋 度 


已 9 本 
(rota), = i + (1 6 11) 
糊 显 写 出 来 就 是 ， 
_04;_ 00: | 
(rota), "0 DX. 
Cs 二 本 2 (1~6-12) 
_00, 009 
(Tota) 3 Se 


三 、 高 阶 导 数 与 乘积 的 导数 

利用 以 上 建立 的 工具 ， 能 很 方便 地 得 到 矢量 分 析 中 的 高 
只 导数 与 乘积 导数 的 公式 。 下 面 举 几 个 例子 

【 例 13 计算 rotrota。 

解 ” 将 式 (1-6-11) 应 用 两 次 ， 得 到 


(rotrota), = Se,ys 
jE 


9 
Be (rota), 


。 43.。 


(1-2-19) 算 出 对 & 的 作 和 各: 


0 0 
(rotrota) ， SO -03 dx 


了 了 网 


时 O04; 9 
dx 


定义 拉 普 拉 斯 算 符 为 ; 
0° 和 0? . 
得 到 ， ， 
fotrot&=grad diva— /4. (1-6-14} 


这 就 是 常用 的 rotrotsa 的 公式 。 
【 例 2】 计算 rot (a x 5b) 
解 ” 利 用 式 (1-6-11) 和 式 (1-2-14) 得 到 


Crot(a xb)y. Se 9_ (a xb), 


Ox, 


= 2 earings (a,b.) 


了 [ 坟 


对 & 的 作 和 可 以 利用 式 (1-2-19) 算 出 ， 而 对 a， b. 的 求 导 按 普 
通 函数 乘积 求 导 法 则 计算 ; 


Crot(a xb = 2 (60io 一 9， 0 
J 


3 {mR 


因此 ， 
rot(axb)= (b.erad)a~bdiva+radivb— (a.grad)b. 


se dd4 ee 


这 就 是 叉 积 的 导数 rot(a xb) 展 开 的 公式 ， 
〖【 例 3〗 计 算 grad(a.b) 
解 人 


Cgrad(e.b7 = -0b)) 


jy $a:). 
此 式 右 边 不 能 直接 用 梯度 ， 散 度 ， 旋 度 表 出 ， 需 要 用 一 点 技 
巧 。 先 算 第 一 项 ， 在 其 中 插 进 两 个 0 符号 ， 并 利用 一 次 式 (1- 
2—19); ” 


-zl (1-6-15) 


= 9 , 
-bid + ebierrsh- 


=[(b.grad)a+bx rota],. 
对 式 (1-6-15) 右 边 第 二 项 也 类 似 地 计算 ,人 到 
grad(a.b) = (Db.grad)a +bxroia 
+ (a.grad)b +axrotd. (1-6~—16) 
这 训 是 点 积 的 导数 grad(a.5) 展 开 的 公式 。 时 
以 上 这 些 公式 用 通常 矢量 分 析 方 法 推导 相当 困难 。 而 用 
现在 的 方法 推导 很 简单 ， 而 且 没 有 含糊 的 地 方 。 关 键 在 于 ， 
这 里 将 张 量 计算 和 求 导 运算 分 离开 ， 前 者 利用 4 符号 和 符号 
计算 ， 而 剩 下 的 求 导 运算 和 通常 微 积 分 的 计算 相同 。 


“Lp ， 


hh bad 
mr 


二 章 ， 仿 射 空间 与 伪 欧 氏 
空间 中 的 张 量 


在 上 一 章 里 讨论 了 三 维 ( 真 ) 欧 氏 空间 中 的 张 量 。 这 一 
章 讨 论 仿 射 空间 与 伪 欧 氏 空间 中 的 张 量 。 

伪 欧 氏 空 间 具 有 和 真 驳 氏 空间 不 同 的 人 性质。 它们 是 在 信 
射 空间 中 引入 不 同 的 度 规 张 量 而 得 到 的 。 伪 欧 氏 空间 又 可 以 
等 效 地 表示 为 复 欧 氏 空间 。 

在 本 章 的 第 一 节 里 ， 先 从 物理 上 说 明 为 什么 有 必要 改变 
空间 的 性 质 。 然 后 再 在 以 后 几 节 里 分 别 讨论 仿 射 空间 、 鳃 欧 
氏 空 间 和 复 欧 氏 空 间 中 的 张 景 . 


$2-1 引言 一 -改变 空间 性 质 的 必要 性 
人 们 对 于 时 间 和 空间 的 认识 是 逐步 深入 的 。 
假定 在 某 一 参考 系 ( 注 )K 中 ， 质 点 的 坐标 是 (x, ,x,, x;》 
而 时 间 是 {。 另 一 参考 系 K 相对 于 KK 沿 x, 方 向 以 速度 v 运 动 . 
在 大 /中 ,上 述 质 点 的 坐标 是 (x1 ,x,v,X，'), 而 时 间 是 1/. 根 
据 初 等 的 时 空 观念 ， 应 有 
XI/ =X.—Vt,,X,. = XX = Xs (2-1-1) 
t’=t (2—1-2) 


” ( 注 】 左 这 一 章 中 ， 谈 到 的 参考 系 都 是 惯性 系 ， 凡 是 不 加 说 明 地 用 “从 
标 ” 这 个 词 ， 就 是 指 所 考虑 的 参考 系 中 三 维 几何 空间 的 举 标 ， 


。 A406。 


这 有 岂 做 伽 利 覆 变换 。 
在 匣 利 略 变换 下 ， 粒 子 的 速度 改变 为 
= ee dx _dx, gxs _dx 

a 


人 各、 六 
dt dt’” di dt’ 


而 期 速度 不 变 ; . 
d2YXi 7 _ dx. 
dtr des 
在 后 颍 第 - -定律 
F.,= mi (1?=1,2,3) (2~-1-5) 


(T1523) (2-1- 份 


中 ， 只 包含 元 速度 而 不 包含 速度 ， 因 此 ， 在 铅 利 略 恋 换 下 ， 
牛顿 定律 的 形式 不 恋 ， 

牛顿 运动 定律 成 立 的 参考 系 叫 惯性 系 。 相 对 于 一 个 侍 性 . 
系 作 匀速 运动 的 参考 系 也 是 惯性 系 。 按 照 经 典 时 空 观 ， 不 同 
惯性 系 之 间 的 变换 是 甸 利 略 变换 。 由 于 在 伽利略 变换 下 ， 牛 . 
顿 定律 的 形式 不 变 ， 所 以 无 法 用 力学 实验 区 分 不 同 的 惯 性 
系 。 这 同 做 伽利略 相对 性 原理 。 伽 利 略 相对 性 原理 排除 了 利 
用 力学 实验 确定 在 不 同 的 惯性 系 中 哪 一 个 是 绝对 更 凸 系 的 可 
能 性 。 
但 是 ， 在 电磁 运动 规律 一 一 麦克 斯 威 方程 组 中 ， 包 含有 
电磁 波 的 传播 速度 ( 即 光速 ) c 。 如 果 仰 利 略 变换 式 (2-1-1)、 
《2-1-2) 能 适用 ， 则 在 参考 系 K 和 长 中 的 光速 之 间 应 有 关系 
式 (2-1-3 并 为 简单 起 见 ， 假 定 电 磁 波 沿 第 一 轴 传 播 ]: 

C= (2—1-6) 

这 样 ， 麦 克 斯 威 方程 在 KK 和 KK 中 就 有 不 同形 式 .。 因 此 ， 应 
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人 
个 是 “ 浪 止 系 ”， ; 

然而 ， 实 验 表明 ， 作出 这 样 的 天 断 是 不 可 能 的 。 这 就 是 
说 ， 用 电磁 学 (光学 ) 实验 也 无 法 区 分 不 同 的 惯性 系 。 这 叫 
做 过 因 斯 坦 的 狭义 相对 性 原理 。 

按照 实验 证 实 了 的 爱 因 斯 坦 狭 义 相对 性 原理 ， 在 一 切 参 
i 

cc’ = C 和 (2-1-7) 

Re 然而 式 (2- 1_6) 是 伽利略 变 
换 式 (2-1-1)、(2-1-2) 的 结 。 实验 事实 否定 了 式 (2- 1-6)， 
0 

优 利 略 变 换 是 经 典 时 空 概念 的 基础 。 嗓 然 佑 利 略 变换 需 
要 改变 ， 就 意味 着 经 典 时空 观 需要 改变 。 在 这 一 章 里 ， 我 们 
从 数学 的 角度 说 明 ， 如 何 改变 时 空 性 质 才能 符合 光速 不 变性 
原理 。  . 


”$2-2 仿 射 空间 中 的 张 量 

新 的 时 空 观 要 求 将 时 间 和 空间 结合 ， 构 成 一 个 四 维 “ 空 
闻 ”。 这 一 四 维 空间 和 四 维 ( 真 ) 路 瓜 空 间 之 闻 的 区 别 在 于 
“矢量 点 积 ” 的 公式 不 同 。 因 此 ， 我 们 首先 从 网 氏 空 间 中 去 
掉 点 积 的 公式 (1-4-2)， 看 看 在 空间 概念 中 还 剩 下 些 什 么 。 
然后 再 在 这 一 人 
要 的 新 的 空间 。 

一 、 仿 射 空间 的 定义 . 

定义 ”在 欧 氏 空间 中 去 挤 矢 量 点 积 以 后 后 得 到 的 空间 称 为 
仿 射 空间 。 
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在 仿 射 空间 中 不 存在 天 量 的 点 积 ， 这 样 一 来 ， 欧 氏 空 间 
的 哪 一 些 性 质 随 之 消失 了 了 呢 ? 消失 了 的 性 质 有 : 

1 。 两 矢量 的 正 交 性 
”证 尔 量 正 交 的 条 件 是 x.y = 0， 既然 不 存在 矢量 的 点 积 ， 
也 就 不 存在 正 交 性 。 
”2 。 矢 量 的 长 度 
存在 Xx:X。 

3 。 坐 标 变 换 的 正 交 性 

平 交 变 换 的 定义 是 ， 保 持 撩 量 点 积 不 变 的 变换 。 上 既然 不 
存在 矢量 的 点 积 ， 也 就 无 所 谓 正 交 变换 ， 

特别 是 ， 正 交 变 换 的 性 质 式 (1-3-21)[ 或 式 (1-3-17)、 
(1-3-22)] 不 能 再 用 了 而 我 们 记得 ， 在 研究 欧 氏 空间 中 的 
张 晤 时 ， 这 一 性 质 是 广 为 利 用 了 的 。 因 此 ， 对 于 仿 射 空间 中 
的 张 是 ， 必 须 专 门 加 以 讨论 

以 上 是 仿 射 空间 不 同 于 欧 氏 空间 的 地 方 。 除 此 以 外 ， 在 
其 他 方面 ， 仿 射 空间 则 有 着 和 网 人 狼 空 间 的 许多 共 同 点 。 例 
如 ， 在 仿 射 空间 中 还 保留 着 :矢量 的 加 法 ， 它 满足 


X 十 了 = 了 十 X， 《22 
(X 十 多 ) 十 3Y=X 十 (十 2R)3 2- 22 
以 及 数 与 矢量 的 乘法 ， 它 满足 
(w+ 有 )Xx=Cx+Ox， 《22 六 
cf(X+y)=CX+C?， (C22 
a(px) = (ap)x. (222-5》 
特别 征 ， 
1 (2-2=0; 
，49 。 


0x = 10. 22 
在 式 (2-2-3) 中 令 a=1,0= 一 1， 得 到 
x+(—X)=0, (2-2-—8) 
一 x 称 为 x 的 道 矢 量 。 
二 、 仿 射 空 间 中 的 坐标 系 及 其 变换 
为 了 在 仿 射 空间 中 建立 坐标 系 ， 需 要 利用 矢量 线性 相关 
和 线性 无 关 的 概念 。 
定义 ” 设 有 m 个 矢量 xX, ,xs，…x。， 如 果 可 以 找到 组 
不 是 全 部 为 零 的 数 wi ,9Q,，,…,Qa， 使 得 
CIXI 十 CQC2X, + 十 CaXu=0， (2-2—9) 
则 称 x, ,x,,… ,x, 是 线性 相关 的 。 反 之 ， es A 
组 不 全 为 零 的 数 ， 使 式 (2-2-9) 成 立 ， 则 称 x; ,x, ,… ,x。 线 
性 无 关 。 
定义 ee = 间 中 可 以 找到 个 线性 无 关 的 
矢量 Xx, ,XxX,,… ,x*,， 而 任何 x + 1 个 矢量 都 是 线性 相 头 的 ， 则 
称 这 一 人 
在 ” 维 仿 射 空间 中 任意 选 4 个 线性 无 关 的 矢量 ， 把 它们 
记 作 
ee ye (2-2-10) 


并 称 它们 为 坐标 基 矢 。 在 这 一 空间 中 的 任意 天 量 x 必须 和 这 
一 组 基 和 天 线性 相关 《否则 空间 至 少 是 2+ 1 维 而 不 是 ” 维 ) 。 
一 线性 关系 可 以 写成 
QCXTFoaelta.e,i+…+Q.E,.=0, 
其 中 的 系数 a 夸 0， 否 则 上 式 戌 为 e1 ,6,,，… ,e, 之 间 的 一 个 线 
性 天 系 式 ， 与 以 上 的 假设 矛盾 。 因 此 ， 可 以 改写 上 式 为 


. 5 。 


X= By i dn a €., 
a 人 (人 
将 这 一 展开 式 的 系数 改写 为 
[£4 人 - | CX, 
一 一 ! 一 一 X1; 人 — 一 名 9 


(注意 ， 这 里 x!,x?,…,x" 的 1,2,…,n 是 上 标 ， 而 不 是 方 
次 ) ， 得 到 


X=Xx12, +t XE + + Xe, = 》 Xie!. (2-2-11) 


这 就 是 任意 矢量 x 用 坐标 基 矢 〈2-2-10) 的 展开 式 。 这 里 的 
一 组 数 x' (i=1,2,…,n) 称 为 矢量 x 在 仿 射 坐标 系 〈2-2-10) 
中 的 道 变 分 量 〈“ 道 变 ” 两 字 的 含义 见 下 面 ) 。 
如 果 在 同一 仿 射 空间 中 ， 另 光一 组 2 个 线性 无 关 的 矢量 
el 和 eye。 (2—2-12) 
作为 新 的 坐标 基 矢 ， 斌 构成 一 个 新 的 仿 射 坐标 系 。 将 它们 玫 
老 华 标 基 矢 (2-2-10) 展 开 ， 得 
EE,/=A!é,+.4A? é€,+..+A':eée, \ 
‘=A!é€I+A?ie,+...+A:; pe (2—2—-13) 
es e ) 十 .2 e， 十 ， +A ne 
或 简写 


Se (i =1,2,.…,1), (2-2-14) 


这 就 是 新 、 老 坐标 基 矢 之 间 的 变换 公式 。 
我 科 来 研究 一 下 变换 矩阵 女 i 的 性 质 。 
应 该 注意 ， 无 论 是 老 坐 标 基 和 拓 x2-2-10) 还 是 新 坐标 基 


seDi 。 


和 失 (2-2-12) ， 都 不 存在 “ 正 交 ”和 “单位 长 度 ” 的 性 质 ， 
瞧 一 的 只 有 “线性 独立 ”性 。 这 是 研究 变换 拢 阵 4; 性 质 的 
根据 。 
我 们 可 以 把 式 (2-2-13) 中 的 e,,e,,…,e, 看 成 "个 独立 
交 量 ， 丽 6 ,e27，…,。 ,是 它们 的 r 个 线 拍 齐 次 浮 数 .这 n 个 
线性 齐 次 函数 线性 无 关 的 条 件 是 系数 行列 式 不 为 零 ， 
A A 
WS A or 0 
J \ 
这 就 是 仿 射 坐标 系 之 间 的 变换 矩阵 4; . 所 满足 的 唯一 条 件 ， 
由 于 变换 矩阵 4; 的 行列 式 不 等 于 零 ， 所 以 存在 逆 矩 阵 
(47);’'。 按 定义 ， 道 矩阵 (4-!，)'1 和 矩阵 41.， 有关 系 ， 
并 4 41 | 
I 1， (2-2-16) 
CA) A | 


其 中 符号 人 的 定义 是 ， 
/0 isej 
“和 四 (2-2-17) 
(1 i=j, 
将 式 (2-2-14) 中 的 旺 标 ? 政 写 为 /， 用 (401 乘 左 、 右 两 
边 ， 对 i 作 和 ， 利 图 式 (2-2~16) 得 到 由 e, 变 回 到 e, 的 变换 ， 


ei = 4 (i=1,2,.,n), (2-2-18) 
1 wl] | 


但 是 ， 必 须 特 别 注意 ，A41 ,不 再 是 正 交 矩阵 ， 因 而 不 在 
。52 8 


em 


在 式 (1-3-21) 那 样 的 4-: = 4 关系 ， 邑 一 般 说 来 
(A-Di’sAts, 4 二 土 1， 
这 是 和 欧 氏 空间 中 的 变换 矩阵 4; ;不同 的 地 方 。: 
三 、 逆 变 张 量 与 共 变 张 量 
现在 转 入 研究 仿 射 空间 中 的 张 量 ， 
0 i i 


X = 5 6 
在 新 此 标 系 中 ， 同一 矢量 的 展开 式 是 
X= x: /e， 


| 


将 式 (2-2-18) 代 入 式 (2-2-11)， 
X= 》 Xi; CA Le 
0 ) 


= (AD)e, 


1 71 1 
和 上 上 式 比 较 ， 得 到 
Xi = (AT x (=1)2 1) (2-2-19)》 


我 们 看 到 ， 矢 最 x 的 分 量 x' 在 发 生 坐标 变换 (2-2-14) 时 ， 用 
转 置 逆 矩阵 (4 ) 进行 变换 ( 广 )。 
( 往 ) 在 变换 (2-2-14) 中 ，A1 ,的 下 标 是 短 阵 的 前 一 路 标 ， 上 标 是 后 一 


网 标 ， 而 在 变换 (2-2-19) 中 ，(A4~!1)1 “的 上 标 是 矩阵 的 前 一 聊 标 ， 而 下 标 是 
后 一 脚 标 .这 意味 着 已 经 进行 了 和 矩阵 的 转 置 . 


,0.93.° 
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定义 ”在 n 维 仿 射 空间 的 任 一 坐标 系 中 给 出 一 组 数 x'( 
=1,2,…,n)。 如 果 当 举 标 基 矢 由 矩阵 4i 变换 时 ， 这 -: 组 
数 由 转 置 逆 逢 阵 (A4-1) 1’ 变换， 则 这 一 组 数 x' 构成 一 个 一 阶 
逆 变 张 量 . : 

在 仿 射 空间 中 ， 除 了 可 以 定义 道 变 张 量 以 外 ， 还 可 以 定 
义 协 变 张 量 。 我 们 来 看 一 个 例子 。 

设 x; 为 仿 射 空间 中 点 的 坐标 ， 则 


ow si (2—2-20) 
四 1 


是 仿 射 空间 中 一 个 平面 的 方程 [比较 (1-4-6)]。 当 坐标 变 换 
时 ， 由 于 变 成 Y…“，4;, 也 必须 相应 地 变 成 c, “才能 保 持 方 
程 (2-2-20) 的 形式 不 变 ; 


D0 Xi =1, (2-2-20)/ 
s -wl 


为 了 得 到 ak 的 变换 规律 ， 先 写 出 式 (2-2-19) 的 道 变换 . 
将 式 (2-2-19) 中 的 哑 标 i 收 写 为 !， 用 41 7 乘 两 边 ， 对 i' 作 和 ， 
利用 式 (2-2-16)， 得 到 


A (2-2-21) 
7 


这 就 是 式 (2-2~19) 的 道 变换 ， 
将 式 (2-2-21) 代 入 式 (2-2-20)， 得 
人 
| 4 7 和 1 1 四】 


smli/ 
与 式 (2-2-20) /比较 可 见 ， 
eB4'. 


4 ,= > Ai | ' 人 (0 


这 说 明 ， 在 坐标 变换 (2- -2-14) 下 ,a， .和 尝 标 其 欠 e， I 
规律 相同 ， 

定义 ”在 4 维 仿 射 空间 的 任 一 坐标 系 中 给 出 一 组 数 ， 
a G = 1,2,.,7), 如 果 当 坐标 变换 时 ， 它 科 和 坐标 基 矢 有 
相同 的 变换 规律 ， 则 这 一 组 数 a; 构成 一 阶 协 变 张 量 .。 

我 们 看 到 ， 仿 射 空间 中 的 张 量 有 协 变 和 北 变 两 种 ， 这 是 
和 欧 氏 空间 不 同 的 地 方 。 产 生 这 一 差别 的 原因 在 于 ， 仿 射 空 
闻 中 的 变换 矩阵 不 是 正 交 矩阵 。 


,一般 的 高 阶 张 量 可 以 类 似 地 和 定义。 
定义 “在 仿 射 空间 的 任意 航标 系 中 给 定 一 组 数 ，， 
G su (2-2-23) 


人 如 果 当 举 标 变换 时 ， 每 个 下 标 独立 
地 按 毕 宗 基 矢 的 变换 规律 变 ， 而 每 个 上 千 独立 地 按 从 标 基 只 
变换 矩阵 葛 转 特首 矩阵 变 。 ” 
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4.7(41 (A. > a he “ (2-2-24) 
旧称 式 (2-2- -23) 这 一 ea 4 界 道 变 的 张 量 ， 

在 这 汪 定 义 中 的 仿 射 空间 设 为 # 维 的 ， 则 所 有 的 指标 i ， 
了 171;72，… ,J 了 4 都 取 从 1 到 n 的 什 ，。 式 (2-2-24) 中 的 
作 和 从 1 到 n。 \ 


® fH3 « 


由 定义 可 见 ， 张 量 的 下 宗 都 是 协 变 指 标 ， 上 标 都 是 道 变 
指 宗 ， 两 者 不 能 混淆 。 
四 、 张 量 运 算 
仿 射 空间 中 的 张 最 运算 和 欧 民 空 间 中 的 张 量 运算 类 似 ， 
ee 
。 张 量 的 如 法 
ee 5 张 最 加 法 时 ， 两 个 张 量 的 协 突 指标 数 和 壕 变 措 宗 
数 必 须 分 别 相等 ， oe 
a -2-25) 
。 张 量 的 乘法 
有 全 各 夫 认 达 关 由， 和 全 是 计 信 二 证 扩 扩 坟 让 
是 协 变 指标 ， 因 子 中 的 道 变 指标 在 乘积 中 也 是 逆 变 指称 ， 


i jii2in a 
c， =a b 2 (2-2-26) 
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3 。 指标 缩 并 屋 
在 指标 缩 养 时 ， 只 能 将 一 个 上 指标 和 一 个 下 指标 篇 并 ， 
例如 : 四 
ea ee (2-2-27) 


tois"i elia.” 


利用 上 、 下 指标 的 变换 规律 和 式 (2-2-16) 不 难 证 天 ，. 上 式 左 
边 是 一 个 ?一 1 阶 协 变 、4 一 1 阶 首 变 的 张 量 。 

特别 要 注意 ， 两 个 协 变 指标 《或 两 个 道 变 指针 ) 不 能 缩 
并 。 如 果 将 而 个 同类 指标 “ 缩 并 ”， 和 下 人 生生 
量规 律 变 换 ， 因 而 没有 任何 意义 。 

可 以 证 明 ， 禄 式 (2-2-17) 定 义 的 61 是 一 个 一 阶 协 变 、 > 


ep56。 


阶 道 变 的 张 量 ， 而 按 式 (1- 人 10 定义 的 6 ,在 仿 射 空间 中 木 
再 是 一 个 张 量 。 仿 射 空间 中 的 指标 缩 并 运算 可 以 看 成 是 所 给 
结果 。 
。 指 杯 置 换 

nn 
置换 。 

五 、 由 仿 射 空间 到 欧 氏 空间 

在 仿 射 空间 中 没有 定义 矢量 的 点 积 ， 也 就 没有 矢量 的 长 
度 ， 因 此 ， 仿 射 空间 是 没有 度量 的 空间 。 在 仿 射 空间 的 基础 
上 加 进 矢 量 点 积 的 定义 ， 就 得 到 一 个 有 度量 的 空间 。 依 赖 于 
所 给 的 不 同 的 点 积 定义 ， 可 以 得 到 本 质 上 不 同 的 空间 。 下 面 
我 们 先 说 明 ， 如 何 从 仿 射 空间 过 渡 到 真 欧 氏 空间 。 在 下 一 节 
里 再 讨论 仿 欧 氏 空 间 。 

在 一 个 n 维 仿 射 空间 中 定义 矢量 的 点 积 如 下 ， 


x.y= 5 Vg, ,x'y’, (2-2-28) 
1 1 wi 
其 中 
”10 当 47 
一 (2-2-29) 
1 当 i=}， 


这 样 就 使 入射 空 s 间 变 成 了 欧 氏 空间 ( 注 )。 
欧 氏 空间 中 的 坐标 变换 要 求 保持 矢量 点 积 的 公式 〈2-2- 
28) 不 变 ， 因 而 只 能 是 正 交 变换 ， 
(A-')i’ = Ai,, z (2-2-30) 
C 注 ) 广义 地 说 ， 胸 氏 空 间 包 括 真 区 氏 空 间 和 钨 职 氏 空间， 但 是 ， 在 本 书 


中 是 在 狭义 的 意义 下 使 用 人 这 个 词 ， 凡 是 未 知 说 明 的 “ 欧 狼 空 僻 * 
都 指 真 软 氏 空 间 . 
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在 正 交 变换 下 ， 按 式 (2-2-29) 定义 的 9, ;是 一 个 二 阶 张 量 ， 
称 为 欧 氏 空间 的 度 规 张 是。 
由 于 有 了 度 规 张 量 ， 在 欧 氏 空间 中 多 了 一 种 张 量 运算 
一 一 降 指 标 。 对 于 一 个 逆 变 张 量 x“， 可 以 利用 度 规 张 量 9,， 
将 它 的 上 标 降 成 下 福 ， 
x, = ,9i;X’。 (2-2-31) 


了 加 下 


此 式 右 边 是 张 量 的 乘积 与 缩 并 ， 因 而 所 得 到 的 x, 是 一 个 协 变 
张 量 。 

利用 g9; ;的 定义 式 (2-2-29)， 可 以 求 出 式 (2-2-31) 中 对 
i 的 作 和 ， 得 到 

X=X', (2-2-32) 

由 此 可 见 ， 在 欧 氏 空间 中 ， 每 一 个 逆 变 张 量 都 对 应 有 一 个 协 
变 张 量 ， 而 且 各 对 应 分 量 的 数值 相等 。 因 此 ， 在 欧 氏 空间 中 
没有 必要 区 分 苏 变 和 逆 变 、 下 宗 和 上 标 。 这 正 是 我 们 在 上 一 
章 中 讨论 欧 氏 空间 时 ， 能 够 上 只 用 下 标 而 不 用 上 标的 原因 。 


Y 2-3 ” 伪 欧 氏 空 间 中 的 张 量 


一 、 伪 欧 氏 空间 的 建立 
我 们 已 经 看 到 ， 由 实验 确立 的 光速 不 变性 迫使 我 们 改变 
原 有 的 时 空 观 念 。 现 在 来 看 按照 光速 不 变 的 要 求 ， 暑 空 观念 
应 如 何 改 变 ， 
考虑 一 个 参考 系 
的 
和 以 速度 " 相对 它 运动 的 参考 系 
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我 们 用 这 两 个 参考 系 研 究 下 面 这 个 物理 过 程 ， 在 某 一 时 刻 ， 
从 某 一 地 点 (4) 发 出 一 个 光 讯号 ， 经 过 一 有 段 时 间 后 传播 到 了 
男 一 地 点 (B). 

在 参考 系 K 中 ,这 一 过 程 是 ;在 时 刻 世 从 位 置 (x;,%4, X34) 
发 出 的 光 讯 号 ， 在 时 刻 ts 传 播 到 了 另 一 位 置 (x ,x?,*%;)。 
由 于 光 以 速 床 c 传播， 所 以 ! 注 ) 

(WN 

(2-3-1» 
根据 同样 的 考虑 ， 在 坐标 系 久 “中 有 
(XI17 — XI )?+ (xX 一 X37)2 十 (X37 一 X37)2 
=c* (ts—14)°。 《2-3-2) 
以 上 二 式 中 的 e 是 同一 个 数 ， 原 因 是 光速 不 变 ， 

如 果 坐 标 和 时 间 按 照 优 利 略 变 换 式 (2-1-1)、(2-1-27 
变 ， 则 以 上 二 式 不 可 能 同时 满足 。 我 们 现在 要 根据 以 上 二 式 
能 同时 满足 的 要 求 来 修改 坐标 和 时 间 的 变换 公式 。 

为 了 形式 上 更 对 称 ， 令 

人 (2—3-3) 
于 是 式 (2-3-1)、(2-3-2) 可 以 改写 成 

(Xb—xXt)2+ (XI— xX) + (xs— x) — (X 一 Xo)2=0， 

(2-3-4) 

(WR 

二 (2-3-5) 
修改 后 的 堂 标 和 时 间 的 变换 规律 应 该 使 这 两 个 式 子 能 园 时 得 
到 满足 。 为 此 ， 只 需要 在 两 个 参考 系 之 间 存 在 以 下 关系 ， 


( 注 】 注意 区 分 代表 平方 的 上 角 2 和 代表 逆 变 张 量 不 同 分 量 的 上 标 1,2 3. 
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(XE— XA) + (XE— XK) 二 (Xe 一 X4) (XE— XA) 

Se 

Ce 

Ss (2-3—6) 

式 (2-3-6) 表 明 ， 在 惯性 系 之 间 变 换 上 时， 空间 耸 标 x 
Xx?*, 和 时 间 x"(= c 攻 结合 在 一 起 进行 变换 。 因 此 ， 可 以 将 它 
们 看 成 是 一 个 四 维 “ 空 间 ” 矢 量 的 四 个 分 量 。 由 式 (2-3-6) 
可 见 ，dx!，dx?*，dx3 的 平方 和 减 去 dx" 的 平方 在 惯性 系 之 
间 变 换 时 保持 不 变 。 因 此 ， 可 以 将 按 式 (2-3-6) 定 义 的 ds 看 
成 是 四 维 空间 中 矢量 的 “长 度 ”， 称 为 时 空间 隔 。 

在 这 样 一 个 四 维 空间 中 ， 和 矢量 长 度 的 平方 不 等 于 四 个 分 
量 的 平方 和 ， 而 是 等 于 1,2， 3 三 个 分 量 的 平方 和 减 去 "分量 的 
平方 。 这 样 的 空间 不 是 真 欧 氏 空 间 。 

利用 如 下 定义 的 gse(c=0,1,2,3， = 0， 1,2,3)( 注 )， 
| 0 当 axph 


1 当 a=p=1i,2,3 (2-3-7) 


| 一 党 a= p=0, 
来 定义 四 维 空间 中 和 天 量 的 点 积 


Qu? = 


3 3 
Wy Dy (2-3-8) 
‘m0 m0 : 
了 明显 写 出 来 就 是 
人 (2-3-8) 


( 注 } 在 本 章 中 ， 我 们 用 拉丁 字母 i， j，k，!，m，n 表 示 三 维 室 闻 六 
祭 ， 取 值 1，?2，3; 用 希腊 字母 w，B，?， 巍 ?>，P 表示 四 维 空间 的 指标 ， 小 让 
0，1，2，3. 三维 空间 的 矢量 用 黑体 字母 表示 ， 而 四 维 空 间 的 矢量 一 般 简 单 地 
用 儿 体 字母 表示 ,有 时 为 了 如 免 混淆 ， 在 表示 四 维 矢量 的 字母 下 加 波 线 . 


es。 00。 


mi -一 -一 


这 样 ， 矢量 长 度 的 平方 就 是 是 


Xx. “= 守 冤 9 i + en) )2 


(2-3-9) 
只 要 举 潜 变换 时 按 此 式 定 :又 的 矢量 长 度 不 杰 , 就 得 到 式 (2-3. 
-6) ,从 而 达到 了 光速 不 变 的 要 求 。 
将 按照 式 (2-3-7)、(2- -3-8) 定 义 的 矢量 点 积 加 进 仿 射 空 
间 中 ， 所 得 到 的 空间 称 为 四 维 伪 欧 氏 空 间 . 
二 、 伪 欧 氏 空间 中 的 坐标 基 天 
四 维 伪 欧 氏 空 间 中 的 坐标 基 矢 是 e 。(w= 0,1,2,3)[{ 往 


它们 展开 和 天 量 ~ 和 了 


% = 这 ee. 8 es . 
区 下 二 (2-3-10) 


;a 2 3 “6e 用 
0 
计算 x 利 y 的 点 积 : 


y= ) ep)X2y 7。 (2~3-11» 


种 式 (2-3-8) 比 较 可 见 
Yup™ Ea°€Ep (&=0,1,2,33 P=0,1,2,3). 
; (2-3-12) 
由 9 的 定义 式 (2-3-7) 知道 


( 注 】 这 里 ， 为 了 使 于 区 分 ， 在 四 维 空间 的 矢量 下 加 波 线 . 


e。 0 * 


EEE 0 3 :ep wr i 


een=b 当 as 有 | | 
ee=e: on (2-3-13) 
1 ) 


第 一 个 式 子 表明 ， 不 同 的 坐标 基 矢 相互 正 交 《在 伪 欧 氏 空 间 
的 意义 下 ) ， 后 两 个 式 子 则 表示 这 些 基 矢 都 是 “单位 矢量 . 
但 是 ， 必 须 注 意 ， 对 应 于 时 间 轴 的 基 矢 e 。 和 自身 的 点 积 等 


-~ 
OOO 


于 一 1 而 不 是 +1。 这 也 就 是 说 ，e ,的 “长度 ” ve en， 
是 虚 单位 ; 面 不 是 实 单位 1。 这 是 伤 欧 氏 空 间 不 同 于 真 欧 氏 空 
闻 的 地 方 。 A 
三 、 伪 欧 氏 空间 中 的 张 量 
伪 欧 氏 空 间 是 在 仿 射 空间 的 基础 上 建立 起 来 的 ， 所 以 僵 
殉 氏 空间 中 的 张 量具 有 仿 射 空间 中 的 张 量 的 一 切 性 质 ， 但 
是 ， 由 于 补充 了 度量 关系 式 (2-3-7)、(2-3-8)， 


XYy= 2 ,2,9 XY’, . (2-3-14) 
0 z 
”0 当 Cs 月 

9.p=， 1 当 a=Pp=1,2,3 (2-3-15) 


-1 当 a=8=0, 
所 以 又 出 现 了 一 些 仿 射 空间 中 所 没有 的 新 性 质 ， 
首先 ， 让 我 们 来 证 明 ， 按 式 (2-3-15)E 即 式 (2-3-7)3] 定 
义 的 9.4 是 一 个 张 量 。 这 是 因为 ， 四 维 空间 中 的 坐标 变换 应 
该 使 得 按 式 (2-3-14) 定义 的 矢量 点 积 是 不 变 的 量 ， 即 标量 。 
但 是 ， 式 (2-3-14)? 右 边 是 两 个 一 阶 逆 变 张 量 x“,x“ 和 9g。ne 的 


‘8 62 。 
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缩 并 ， 由 此 就 知道 9。p 是 一 个 二 阶 协 变 张 量 。 它 称 为 协 变 度 
规 张 量 ， ; 


| 0 当 axp 
g'#=， 1 当 a=p=1,2,3 (2-3-16) 
一 1 当 a=p=0,， 
则 不 难看 到 


A z (223=-17) 
em0 


其 中 64 按 式 (2-2-17) 定义 ， 


0 当 ap 
64 = (2-3--18) 
.1 当 a=p. 
我 们 知道 ，58 在 仿 射 空间 中 是 〈 因 而 在 伪 欧 氏 空间 中 也 是 ) 
一 阶 闭 变 一 阶 协 变 的 张 量 ， 而 由 式 (2-3-17) 可 见 ， 它 可 以 由 
98* 和 二 阶 协 变 张 量 o。y 缩 并 得 到 ， 由 此 知 g"? 是 一 个 二 阶 道 
变 张 量 ， 称 为 逆 变 度 规 张 量 . 
由 于 有 了 度 规 张 量 gs 和 9"4， 使 得 在 伪 殉 氏 空间 中 存 
在 一 种 仿 射 空间 中 所 没有 的 张 量 运 算 一 一 升降 指标 运算 。 
以 三 阶 逆 变 张 量 a“ 人 ?为 例 ， 作 度 规 张 量 9。。 和 a?*8* 的 缩 
并 。 为 了 书写 简单 ， 以 下 我 们 采用 一 种 通用 的 记 法 ， 如 果 在 
某 一 项 中 有 一 个 上 指标 和 一 个 下 指标 相同 ， 就 意味 着 对 于 这 
一 对 指标 从 0 到 3 作 和 。 这 叫做 爱 因 斯 坦 约 定 。 利 用 这 一 记 
法 ， 可 以 将 gp 和 a2?27 的 缩 并 写成 ， 


es 3。 


1 nit -rm ee 


1 | 
Dj Iapa rg p00 ", (2-3-19) 


这 样 得 到 的 是 一 阶 血 变 二 阶 逆 变 的 张 量 ; 
ne Rs Ws (2-3—20) 
在 上 宗 By 前 的 小 圆 点 表示 这 里 有 一 个 指标 被 降 了 下 来 。 由 式 
(2-3-15)，g。p 是 一 个 已 知 的 张 量 ， 所 以 ec。 由 原来 的 张 量 
0" 全 完全 确定 。 可 以 认为 它们 两 者 代表 同一 对 象 。 
同样 ， 也 可 以 将 a”#? 中 的 第 二 个 上 上 标 隆 下 来 
a ga (2-3~21) 
a".'p” 和 a。s? 是 两 个 不 同 的 一 阶 协 变 、 二 阶 逆 变 的 张 量 ， 但 
是 它们 都 和 a ?一 样 ， 代 表 同 一 对 象 ， 
当然 ， 也 可 以 将 a"'* 的 第 三 个 上 标 ? 降 下 来 ， 或 将 它 的 
ee 上 标 隆 下 求 ， 蓉 至 将 三 个 上 标 都 降下 来 。 这 样 得 到 
结果 都 和 a "代表 同一 对 象 。 
将 9" 的 三 个 上 标 都 降下 来 ， 得 到 三 阶 协 变 张 量 


Gopy 三 gorgpvgyparr。 (2-3-22) 
从 aopy* 出 发 ， 上 升 指标 也 可 以 得 到 

Ga， BY = ghrgrrag, yy,, : (2-3-23) 
以 及 和 

a prY= "gappy, ” (29024 

gh = grtge, ye »py (2-3-25) 


z 利用 式 (2-3- _17) 可 以 证 明 ， 式 (2-3-20) 和 式 (2-3-237 相 
同 ， 式 (2-3-21) 和 式 (2-3-24) 相同 。 由 此 可 见 ， 奉 僵 欧 氏 空 
间 中 ， 张 量 的 指标 可 以 任意 地 上 升 和 下 降 。 因此 ， 协 变 张 量 
和 逆 变 张 量 的 区 分 没有 实质 性 的 意义 。 
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[ 例 1】 试 求 和 一 - 阶 道 变 张 量 x"(a= 0,1，2,3) 对 应 的 协 
变 张 量 
解 利用 度 规 张 量 g。p 降 指标 ; 
人 (2-3-26 ) 
根据 式 (2-3-15)， 上 式 的 明显 形式 是 
XI= gx =X 
Xs.= 9 =X | 
1 。 (C253527) 
os de a | 


。 0 
Xs =I00% =—X 


由 此 可 见 ， 协 变 张 量 x。 的 空间 分 量 〈 前 三 个 分 量 ) 和 地 变 张 
量 x“ 的 对 应 分 量 相 等 :而 时 间 分 量 〈 第 零 分 量 ) 和 逆 变 张 量 
“的 时 间 分 量 相 差 符号 。 六 

注意 ， 在 真 欧 氏 空间 中 ， 协 变 张 量 和 道 变 张 量 的 对 应 分 
景 全 都 相等 [ 见 式 (2-2-32)])， 因 此 协 变 张 量 和 道 变 张 量 完全 
没有 区 别 。 在 伪 欧 氏 空 间 中 ， 协 变 张 量 和 道 变 张 量 的 对 应 分 
量 并 不 全 相等 ， 见 式 (2-3-27)， 因 此 需要 区 分 协 变 张 量 和 逆 
变 张 量 。 但 是 ， 和 仿 射 空间 中 不 一 样 ， 这 种 区 分 没有 实质 性 
意义 。 同 一 物理 对 象 既 可 以 用 协 变 张 量 表示 ， 又 可 以 用 逆 变 
张 量 表 示 。 

在 式 (2-3-~ 14)[ 即 式 (2- 3-8) 中， 矢量 的 点 积 是 用 它 的 
逆 变 分 量 写 出 的 。 采 用 协 变 分 量 可 以 将 天 量 的 点 积 改 写成 另 
外 几 种 等 效 的 形式 ; 

X.y=gopxX"J8 = gx yp 
=Xo3 三 X yo。 (2-3—28) 

四 、 伪 欧 氏 空间 中 的 坐标 变换 
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人 3 


伪 欧 氏 空间 中 的 坐 环 变换 应 该 要 使 矢量 点 积 的 表 达 六 
(2-3-14)、(2-3-15) 保持 不 变 。 

将 式 (2-3-14)、(2-3-15) 和 欧 氏 空间 中 矢量 点 积 的 公式 
(2-2-28)、(2~2-29) 相 比较 可 见 ， 三 个 空间 分 量 没有 什么 特 
殊 性 ， 特 殊 的 只 是 时 间 人 分量。 因此， 为 了 简单 起 见 ， 只 考虑 
一 个 空间 分 量 (x!) 和 一 个 时 间 分 量 (x") 组 成 的 1+1 维 伪 欧 氏 
空间 。 在 这 一 空间 中 的 矢量 是 ， 


X=xXieitxeoy=y elity eo (2-3-29) 


天 量 点 积 的 公式 是 
XV XY (2-3-30) 
ee en 
eeo=0eiel=lyeo' en = 一 1。 (2-3-31) 


网 在 变换 到 新 坐标 未 e 1,/，€, 涉 见 式 (2-2~13)]; 


A 
| 0  @ (2-3-—32》 | 

eor=4diieit+Lo en 
为 了 保持 矢量 点 积 的 形式 不 变 ， 要 求 


本 


将 趟 (2-3-32) 代 入 ， 并 利用 (2-3-31)， 得 到 
A1, A!l,— Ar, A =0, 
CA!):— (tA) =1, 

(A ) 0A) = 1, 

a，As, =b， 代 入 第 一 式 ， 得 到 


人 
hv 
} 


令 这 一 比值 等 于 Bp， 则 有 
AY’=ap,A!=0bp. 
将 此 两 式 代 入 第 二 、 三 式 ， 得 到 
~ a:(1—p’*)=1, 
b*(1—B’*)=1, 


因而 
2 9 有 
+w1 一 有 +vwv1l 一 局 
由 此 就 有 
+ tp + 1—p? | 
有 ] 。 (2~3-34) 
OR ov = - _ 
tv 1i—p’ + /1—pP’ 


代入 式 (2-3-32)， 得 到 
eithe, 
ee 
We | 
pete, 
+i-p | 
在 第 二 个 式 子 中 ， 根 号 前 取 负 号 震 示 时 间 轴 反 向 ， 地 时 间 友 
演 ， 在 第 一 个 式 子 中 ， 根 号 前 取 负 号 表示 空间 反 演 。 
不 考虑 时 间 反 演 和 空间 反 演 ， 虽 式 (2-3-35) 的 根 号 前 应 
取 正 号 ， 由 此 得 到 
ee 和 7。 


@ 《2-3-35 ) 


避 867 二 


(2-3-36) 


一 -一 


VIB | / 
这 就 是 由 光速 不 变 的 要 求 所 得 到 的 时 间 -空间 坐标 变换 公 
2 

二 维 矢 量 x 的 协 变 分 量 和 坐标 基 矢 同样 地 变换 ， 


。 《2-3-37) 


xpx! | 。 (2-3-38) 


再 将 式 (2-3-3) 
Vt 


代入 ， 并 写 x! =*，x! = x/， 得 到 


xX: -zx 一 Act 
se 
1 st-Bxe | (2-3-39》 
本 Vi i 
这 叫做 洛 仑 兹 变换 。 


» GR8。 


为 了 确定 常数 Pp 的 意义 ， 考 虑 一 个 固 连 在 K' 耸 标 系 中 
x' = 0 处 的 物体 ， 由 式 (2-3-39) 的 第 -一 式 知 ,在 KK 系 中 当 t =0 
时 它 位 于 x= 0 而 到 时 刻 #， 它 的 位 置 x 满 足 
x—pct=0, 
因而 它 的 运动 速度 是 


Xx ; 
1 
， pce. 


由 于 这 一 物体 固 连 在 六 “坐标 系 中 ,因而 "就 是 天 “相对 于 开 的 
速度 。 由 上 式 得 到 
有 = 一。 (2-3-40) 


3 2-4 复 欧 氏 空 间 


、 伪 欧 氏 空间 与 复 欧 兵 空间 
i 都 假定 张 量 的 分 量 取 实 数值 。 这 
样 的 空间 称 为 实 空间 一 一 实 真 欧 氏 空间 ， 实 仿 射 空间 和 实 伪 
了 欧 氏 空间 。 有 时 ， 人 允许 张 量 的 分 量 取 复 数值 更 为 方便 。 
人 在 这 一 空间 中 ， 时 - 空 从 
标 x 的 逆 变 分 量 是 


eh (2~4-1) 
度 规 张 量 是 

(1 0 
| 

(go8) 全 | 全 《24-2) 

1 | , 

0 一 1 

ss 69 ， 


1 区 i 


由 于 天 量 的 分 量 Y“ 取 实 值 ， 所 以 是 实 空间 ， 而 出 于 上 度 规 张 量 
中 既 有 +1 又 有 一 1， 所 以 是 擅 欧 氏 空 间 。 因 此 这 是 一 个 实 伪 
欢 氏 空间 。 

由 式 (2-4-1)、(2-4~2) 可 见 ， 在 这 一 空间 中 有 


Dd (2-4-3) 
正 是 由 于 这 四 个 平方 项 中 三 正 一 负 ， 所 以 是 伪 欧 氏 空 间 而 不 
是 真 殉 氏 空间 。 
如 果 能 使 式 (2-4-3) 变 成 平方 和 ， 就 能 得 到 一 个 真 欧 氏 
空间 。 为 此 ， 改 写 式 (2-4-3) 为 
RNR) Tt CN) +x), (2-4-4) 


[3 


今 
Es “2d=5) 
则 有 : 
XX =(X) 十 (X 十 (2 ) +(x)®, (2-4-6) 
这 样 ， 我 们 可 以 定义 一 个 四 维 复 欧 兵 空间 (证 ): 
MX ee (2-4—7) 


按 式 (2-4-6)， 这 一 空间 的 度 规 张 量 g,,(a, b=1, 2, 3,4) 


是 
站 当 gb 


gg,» = 
【1 当 a=b。 
和 式 (2-2-29) 比 较 可 见 ， 这 一 空间 是 真 欧 氏 空间 ， 由 于 它 的 


[ 注 】 在 这 一 当 里 ， 我 们 用 字母 a,5,c,d 玫 示 复 欧 氏 室 间 的 指标 ， 它 们 如 
值 为 1,2,3,4， 


s 70% 


(2-4-8) 


分 量 中 有 复数 ， 所 以 是 复 真 欧 氏 空间 ， 它 和 上 节 讨 论 的 实 伤 
网 氏 空 间 式 (2-4-1)、(2-4-2) 等 效 。 

由 式 (2-4-7)、(2-4-8) 定 义 的 复 欧 氏 空 间 和 实 欧 氏 空间 
式 (2-2-28)、(2-2-29) 有 相同 的 度 规 张 量 ， 因 此 ， 在 这 一 择 
间 咎 ， 张 量 的 协 变 和 逆 变 分 量 没 有 区 别 5 见 式 (2-2-32)]。 从 
这 个 意义 上 ， 用 复 欧 氏 空间 计算 比 用 伪 欧 氏 空 间 计 算 较 为 方 
便 . 

二 、 复 欧 氏 空间 中 的 坐标 转动 与 洛 仑 兹 变换 

考虑 1+1 维 的 复 欧 氏 空 间 


Xl=X, Xt+=ict, (2—4-9) 
其 中 的 矢量 点 积 按 式 (2-4-6) 是 : 
XXX +(x )’, 《2-4-10) 


在 这 一 复 欢 民 空 间 中 进行 坐标 转动 ， 
Xi7=Xicosl 一 xX4sinl 1 
| (2—4-11) 
X44/= Xising+ Xtcosg ) 
则 矢量 点 积 的 形式 保持 不 变 ; 
XXX (2-4-12) 
将 式 (2-4-9) 代 入 式 (2-4-11) 得 到 x 和 it 的 变换 规律 (用 
c= 1 的 单位 制 ) : 
X’= (cos0)x+ (—ising)t | 
/ 生 (2—4-13) 
1’ =(—isSINd)X + (cosO)t | 
考虑 一 个 固 连 在 天 系 中 x = 0 处 的 物体 ， 由 式 (2-4-13) 知 ， 
当 t = 0 时 它 位 于 X= 0， 而 在 t 时 刻 ， 它 的 位 置 x 满足 
(COSO)X+ (—1isi1n0)t = 0, 
央 面 . 全“ 系 相对 于 开 系 的 速度 是 
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v= . =itan0 。 (2—4-14) 


由 此 式 可 见 ， 式 (2-4-13) 是 相互 作 匀 速 运 动 的 坐标 系 之 疗 的 
变换 ， 即 洛 仑 兹 变换 。 同 时 ， 由 此 式 又 可 见 ，tan9 是 纯 虚 数 
而 不 是 实数 ， 因 而 复 欧 氏 空间 中 的 “转动 ?” 式 (2-4-11) 上 只 是 
形式 上 和 普通 实 欧 氏 空间 中 的 转动 相同 ， 实 际 上 并 不 一 样 。 
因为 它 的 “转动 角度 ”0 是 虚数 而 不 是 实数 。 
我 们 知道 ， 虚 宗 量 的 三 角 函 数 和 双 协 函数 之 问 有 关系 : 
—itan(iy) = thy, 
令 9= 一 iy， 则 式 (2-4-14 成 为 “ 


v= thy: (0-4-15) 
由 此 式 定义 的 y 是 实 参 数 ， 称 为 快 度 . 利用 公式 
chy=cos(iy), shy=—isin(iy), 《2-4-16) 


可 将 洛 仑 兹 变换 式 (2-4-13) 用 快 度 表 出 为 


x’ = (chy)x— (shy)t 1 
(2-4-17) 


t/ =— (shy)x+ (chy)t | , 
利用 双 巾 孙 数 的 公式 和 式 (2-4-15)， 有 
. 1 1 
Ch 
sechy 区 
(2—4-18) 
shy = EEE A. 


vi 这 证 可 vio 


代入 式 (2-4-17) 就 回 到 了 式 (2-3-39) (在 c=1 的 单位 制 
中 ) 。 
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由 式 (2-4-15) 可 以 解 出 快 度 y( 注 )， 
a ed 上 十 也 于 
y=arcthbhzv= 2 log( ). (2=4 19) 


了 


由 此 可 周 ， 快 度 是 表征 运动 速度 的 一 个 参量 ， 

用 快 紫 » 下 征 运动 速度 的 好 处 是 ， 在 相继 进行 两 次 洛 仑 
兹 变换 时 ， 快 度 简单 地 相 加 、 如 果 K ,相对 于 大 有 速 订 v,( 快 
度 y;) . 天 ,相对 于 天 ;有 速度 v。 ( 快 度 y。) ， 则 天 ,相对 于 
大 的 速度 Vv 二 Vv 二 可 是 相应 的 快 度 

y=yi+ya。 (2-4-20) 

这 可 以 从 iy 是 “转动 角度 ”直接 看 出 ， 因 为 两 次 转动 的 总 转 
a 利用 戏曲 
函数 的 公式 也 不 难 证 明 这 一 论 斯 

将 式 (2-4-20) 代 入 式 (2-4- i 得 到 


thy,+thy 
. = th 业 一 eds 
. (Y1 + y2) 1+thyithy， 


中 三 -一 一 一 一 一 一 (2--4-21) 


这 是 相对 论 的 速度 合成 公式 (在 c= 1 的 单位 制 中 ) 。 
三 、 几 个 例子 
我 们 来 举 几 个 四 维 空间 张 量 的 例子 。 
【 例 13 试 写 出 四 维 电流 密度 矢量 和 电荷 守重 律 。 
解 ”用 po 表示 电 从 密度 ，" 表 示 电 荷 运 动 的 速度 , 则 三 
《入 》 式 (2- -4-19) 的 第 二 等 式 不 难 利用 双 曲 范 数 的 定义 


ey—e—¥ 
est+e—! 


vu 二 thy= 
得 到 证 明 ， 


sl13™ 


从“ 4 Re Es ~ Ee 


维 电 流 密度 矢量 是 


j= pv, 
或 写成 分 量 形式 

es (i=1,2,3). 
采用 复 欧 氏 空 间 ， 将 它 扩 展 到 四 维 ， 得 到 

ge (a=1,2,3,4). (2-4-22) 
具 休 写 出 就 是 : 

Te Pe (2-4-23) 


因此 ，j,，j,，j, ;icp 构 成 一 个 四 维 矢量， 称 为 四 维 电流 密 
度 矢量 ， 
采用 实 伪 砍 氏 空 间 ， 则 四 维 电流 密度 矢量 的 地 记分 量 


是 
让 = 让 = 让 cp0。 (2-4-24) 
将 电荷 守恒 定律 的 微分 形式 
和 - 侍 
i 
/ > 0, (2-4-25) 
， 
> 1 (2-4-26) 
这 两 种 四 维 形 式 完全 等 效 。 


TA 


【 例 3〗】 四维 欧 氏 空间 中 的 完全 反对 称 膜 张 量 是 四 阶 张 
量 。 类 似 于 式 (1-5-9)、(1-5-10)， 定 义 e,,。i 为 对 四 个 指标 
都 反对 称 的 张 量 ， 并 且 
了 二 (2 一 4-27) 
可 以 证 明 ， 这 样 定义 的 e。,. :是 一 个 四 阶 腹 张 量 ，。 外 
【从 4 将 三 维 磁场 强度 张 量 式 (1-5~22) 扩 展 到 四 维 ， 
得 到 四 维 电磁 场 强 张 量 
fF 0 HH, —H, -iEN 


= 0 HH —iE, | 
(= 。， (2-4~28) 
: Hs HH 0 :—iF, 


QU iE, iE, iEk, 0J 
其 中 的 妃 ，, 已 ,已 是 磁场 强度 几 的 三 个 分 量 ， 而 三 :， 乙 ，， 
EE ,是 电场 强度 E 的 三 个 分 量 。 在 二 阶 张 量 『, ,中 ， 一 个 指标 
是 4 而 另 一 个 指标 是 1,2,3 的 分 量 是 纯 虚 数 。 这 是 四 维 复 欧 
氏 空间 的 特点 。 -| 

〖 例 53 电磁 场 的 运动 方程 写成 四 维 形 式 是 


GO 
eeeom l=) (Ga=1,2,3,4)， (2—4—29) 
9 4 : 本 
Ox Fosy=- Se 全 全 (a=1,2,3,4), (2—4-30) 
Xs, CC 


在 以 上 二 式 中 隐 含 对 重复 的 指标 由 工 到 4 作 和 。 试 写 出 这 两 
个 方程 中 所 包 六 的 三 维 方程 。 

解 ” 先 看 式 (2-4-29)。 当 4 = 4 时 ，5,c,d=1,2,3, 此 式 
成 为 ( 略 去 整体 的 常数 因子 ， 下 同 ) : 


。790°*。 


divH =0. (2-4~—31) 
当 C 村 3 时 9 b,c,d =1,2,4 , 式 (2-4-29) 成 为 


9PF ,0F,, ,9F,i 
dx, Hx TT Ox, 


将 式 (2-4-28) 和 和 式 (2-4-7) 代 入 ， 经 过 整理 得 到 


= 10. 


xi ox, ec of: 
对 于 a =1,2, 得 到 类 似 的 式 子 ， 合 并 得 到 


Se 
a (2-4-32> 


再 来 看 式 (2-4-30)。 当 a= 1 时 ， 丰 | 


rotE£= 


OX; ‘ONXs en e 
或 
oF]s_oH,; oF!1_ 4r 
Ox, xs ror ce 
和 a = 2, 3 的 类 似 式 子 合并 ， 得 到 
rot 有 一 Ea js (2-4=33) 


c ot c 
当 4a = 4 时 ， 式 (2~4-30) 是 
: OF 于 9 1 汪 9F, a 


Ox, Ox, Ox, ce 4 
或 

divE=4np, (2 -34) 
式 (2-4-31) 一 (2-4-34) 就 是 三 维 形式 的 赤 克 斯 威 方程 
组 。 
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第 三 章 曲线 坐 祭 . 


和 a 
间 都 是 平 直 空间 。 在 这 种 空间 中 存在 以 直线 和 平面 为 坐标 线 
和 坐标 面 的 坐标 系 ， 称 为 仿 射 坐标 系 。 但 是 ， -在 平 直 空间 中 

也 可 以 有 以 曲线 和 曲面 为 坐标 线 和 坐标 面 的 坐标 系 ， 称 为 曲 
线 坐标 系 ， 例 如 球 坐标 系 和 柱 坐 宗 系 。 在 所 研究 的 对 象 具 有 
特殊 对 称 性 的 情况 下 ， 采 用 曲线 坐标 系 往往 更 为 方便 ， 在 这 
一 章 里 讨论 平 直 空间 中 的 曲线 坐标 系 、 

在 物理 学 中 也 常常 需要 讨论 弯曲 空间 ， 在 这 种 空间 里 不 
存在 仿 射 坐标 系 ， 所 能 有 的 只 是 曲线 坐标 系 。 这 一 章 讨论 平 
直 空 间 中 曲线 坐标 的 性 质 也 就 为 下 一 章 中 研究 弯 赐 空间 打下 
了 基础 。 


33-1 局 部 标 架 


为 了 具体 起 见 ， 先 考虑 三 维 欧 氏 空 间 。 拉 丁字 母 i, 1, 

i 普 字 母 4,6,?,… 都 取 由 1 到 3 的 值 。 
、 曲 线 坐标 

ee 
系 e; (i=1,2,3)。 区 域 人 2 中 的 任 一 点 碎 在 这 一 华 标 系 中 的 分 
量 用 大 写字 母 <,(!= 1,2,3) 表 未， 

设 有 失 ,的 三 个 连续 可 微 的 单 值 函数 
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Di 


We (3-1-1) 
它 的 反 函 数 
A 0 (1= 1,2,3) (3-1—2) 
假定 也 单 值 连续 可 微 ， 则 x。(a = 1,2,3) 可 以 代替 左 ,(i= 1， 
2, 3) 作 为 2 中 的 点 的 党 标 ， 称 为 曲线 坐标 。 
〖【 例 13 今 
Xi = NX?+XiI+X? 
X， 
X= arccos 人 
人 
We arce0s :2 J | 当 信 ,之 0 
XI+X? (x<x,<2r 当 X,<0 


0<x < 


(3-1-3》 
其 中 的 根 号 都 取 正 值 。 反 过 来 ， 

X11=XISINX,COSX, ， 

,=xsinx,sinx, (3-1-4) 


有 33=XIiICOSY。 

0<x,<co,0<xy sr,0<xy<2r， (3-1-5 ) 
则 除了 在 X11 =0( 汪 ;= 兴 :=A 具 :=0) 一 点 外 ， 式 (3-1-3)、 
(3-1-4) 都 是 单 值 连续 可 币 的 函数 ， 因 而 (xi,x:,xs) 形 成 由 
线 坐 标 。 习 惯 上 和 写 


XI=7 Xi 一 加 X= 9,， 《3-1 一 6 ) 
称 为 球 坐 标 。 
〖 例 2 了 令 、 


78。 


如 光 p-， i Ey 
Dh 2 De 


Ar 人 


xX, =arc CO : 0 入 :sr NX)0 t 
XItXE <Cxs<2r 当 X<0 | 
区 
《3-1-7》 
其 中 的 根 号 都 取 正 值 。 反 过 来 ， 
A CON 
X, =x,sinx, | ， (3-1-8) 
了 | 
0<< Yi<co， 0 委 X,<2r， 一 co<X3 毛 co (3-1-—9) 


则 除了 x1 = 0( 广 ,= 广 ,。=0) 一 根 直线 外 ， 式 (3-1-7)、(3-1- 
8) 都 是 单 值 连续 可 微 的 函数 ， 因而 (Xx,,x,,Xxs) 形 成 曲线 坐 
标 。 i 

| =p X= P, Xs=2, (3—1—10) 
a | 

由 式 (3-1-2) 知 ， 站 ;是 Xx。 的 函数 ， 而 由 式 (3-1-1) ，x。 

又 是 怀 ; 的 函数 。 根 据 复合 函数 求 导 法 则 ， 可 以 六 天， 对 XX， 
的 导数 \ 

9X， "OX, Ox 

dX, dx 9X; 
但 是 ， 基 ;对 XX; 的 导数 在 i= 1 时 为 1， 在 1 六 /时 为 0， 央 而 


OX . Ox 
bE i 6 二 下 二 
2 Ox, OX Ops (3-1-11) 
同 理 ， 利 用 式 (3-1-1)、(3-1-2) 计 算 x。 对 xp 的 导数 ， 可 得 
e 79 。. 


3 -二 = 3。， (3-1-12) 
二 、 局 部 标 架 
在 直角 坐标 系 中 ， 坐 标 线 和 坐标 面 是 一 些 相互 垂直 的 直 
线 和 平面 。 坐 标 基 矢 e; (i = 1, 2, 3) 既是 沿 坐标 线 民 ,在 习 ， 增 
加 方向 上 的 单位 矢量 ， 又 是 垂直 于 “等 从 , 面 ” 的 单位 尔 量 
如 图 3-1， 它们 是 三 个 大 小 和 方向 都 不 变 的 常 矢量 ， 满足 正 
交 单 位 条 件 


ci.eji=0ii。 | (3-1-13) 
曲线 坐标 的 定义 式 (3-1-2) 可 写 为 
X=X(XI, Xs, Xs), 5 (3-1-14) 


其 中 x 是 空间 点 的 矢 径 . 在 此 式 中 ， 令 某 一 个 x。 改 变 ， 其 余 
两 个 xs (8s a) 保持 不 变 ， 
MA 的 点 的 集合 形成 一 根 曲 线 ， 和 

i na 
xm xs 而 让 xp(psa) 变 ， 则 得 到 一 
个 曲面 、 称 为 华 标 面 一 一 等 x 
图 -1 直角 坐标 基 交 与 坐标 线 、 面 。 对 于 上 曲线 坐标 ， 坐 标 线 和 坐 

坐标 面 的 关系 标 面 一 般 说 来 是 曲线 和 曲面 。 
考虑 空间 的 任 一 点 M， 其 矢 径 为 x。 在 这 一 点 和 坐 标 线 
x。 相 切 并 指向 x。 增 加 方向 的 单位 矢量 用 e。 表 示 。 三 个 e。(a 
= 1,2, 3) 形 成 一 组 华 标 基 失 ， 它 们 在 空间 不 同 点 有 不 同方 
向 ， 因 此 ， 称 由 它们 组 成 的 坐标 系 为 局 部 标 架 。 图 3-2 中 以 


球 坐 标 和 柱 坐 标 为 便 画 出 了 点 M ( 矢 径 为 4) 的 局 部 标 架 . 
如 果 在 空间 的 每 一 点 M， 局 部 标 染 的 基 矢 e。(M) 都 相互 
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到， 
| Se | 
(a) 球 时 标 系 中 的 局 部 标 架 (6) 柱 笃 标 系 中 的 局 部 本 架 
图 -2 
正 交 
es (M) .es (M)= 0,8, (3—1~15) 


则 称 这 一 - 易 线 坐标 为 正 交 曲线 坐标 。 球 坐标 和 柱 坐 标 都 是 正 
交 沿 线 坐标 , 见 图 2-2， 

三 、 拉 梅 系 数 

对 式 (3-1-14) 求 微分 ， 得 到 


8 
dx= 工人 dX (3-1-16) 


如 果 只 有 一 个 x。 增 加 (dx。> 之 0)， 而 另 两 个 保持 不 变 (dxe =0 
当 Bs ca) ， 则 矢量 dx 沿 坐标 线 x。 的 切线 ， 指 向 zx 增加 的 方 
向 。 此 时 ， 式 (3-1-16) 右 边 的 和 式 中 只 剩 下 含 (0x/9x。) 的 
”一 项 。 由 此 可 见 ，9x/9x。 是 沿 坐标 线 x。 的 切线 指向 x。 增 吉 
方向 的 一 个 矢量 。 但 是 ， 这 一 方向 上 的 单位 矢量 是 e。， 因 而 
有 
a ‘对 a 不 作 和 和 )。 (3-1-17) 


# 1 
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rr Es 


五 。 称 为 拉 梅 系数 ， 它 等 于 上 式 左 边 撩 量 的 模 : 


- /Ck 由 (3-1-18) 


另 一 方面 ， 由 式 (3-1-1) 可 知 ，x。 是 x 的 函数 。 可 以 把 
x。(x) 看 成 标量 场 ， 它 的 梯度 是 指向 “等 x。 面 ”的 正法 线 方 
问 的 矢量 。 对 于 正 交 曲 线 坐标 ，“ 等 *。 面 ”的 法 线 方 癌 就 是 
坐标 线 x, 的 切线 方向 (参看 图 3-2) ， 因 此 ， 


ee = -je (对 Qa 不 作 和 )。 (3-1-19) 


取 式 (3-1-17) 和 式 (3-1-19) 的 点 积 ， 并 利用 式 (3-1-15) 和 式 
(3-1-12)、 得 到 


OX 
re ‘gradxg = /i1,.hsd,s 


-3 3 = (对 ,有 不 作 和 )， 


上 式 中 上 、 下 两 行 的 右边 在 a 三 B 时 是 恒等式 ( 零 = 零 );， 而 在 
G= 1 时 成 为 

囊 ,j1。=1 (对 a 不 作 和 )， 
或 


LA (3-1-20) 


〖 例 32 求 球 坐 标的 拉 梅 系数 。 
解 ” 采 用 习惯 的 符号 式 (3-1-6)， 则 式 (3-1-4) 成 为 
* 82， 


z CS 
te fe git FE ER Fe oe rt WE Wp + e 


xX!1=rsing cosP 、 


xX, =rsing sin 9 。 (3—1-21) 
Ks = rcog8 | 
.代入 式 (3-1-18)， 不 难得 到 
H,=1, H,=r, Ho=rsing, (3-1-22) 
这 就 是 球 坐 标的 拉 梅 系数 . 
. 过、 体积 元 


ey 展 开 ， 利 
用 式 (3-1-17)， 得 到 ， 
dx i (3—1~23) 


og=1 


因此 ，dx 在 局 部 标 架 e。 中 的 分 量 是 
(dx)。 = 及 ,dx。 (对 C 不 作 和 )。 (3-1-24) 
例如 ， 在 球 坐 标 中 ， 根 据 式 (3-1-22) 有 
(dx), =dr, (dx), =rdg, (dx)v=rsingdg. 
(3-1-25) 
在 正 交 曲线 坐标 中 ， 三 个 e。(a=1,2,3) 相互 垂直 ， 因 而 
(dx) 。(& =1,2, 3) 形 成 一 个 长 方 体 的 三 个 边 。 这 个 长 方 体 的 
体积 dz 是 曲线 坐标 中 的 体积 元 ， 
dr = TT (zx) 。 过 I Hodx,. (3-1-26》 


例如 ， 球 坐标 中 的 体积 元 是 式 (3-1-25) 中 三 个 式 子 的 连 乘 
积 : 


dt = rzsingdrdgdyg. (3-1-27) 
五 、 梯 度 、 散 度 和 旋 度 z 
利用 式 (3-1-24) 很 容易 得 到 标量 场 的 梯度 
ea BSe 


3 他 3 Q 
grady = (二 | e ,= Ei 二 e.。 (3-1-28) 
2 wt +» 


矢量 场 的 散 度 和 旋 度 也 可 以 利用 拉 梅 系数 写 出 ， 其 结果 


是 : 
ee {a HHa) ,00HsHD) 
BD z 9x: 
十 9(a， HH 2 ) ! ， (3-1~28> 
Xs 4 
retg = y， cy， [a 9 (GK )]. (3-1-367 
.各 
两 个 公式 的 证 明 将 在 8 3-4 中 给 出 ， 
结合 式 (3-1-28)、(3-1-29) 可 以 得 到 拉 普 近 斯 算 子 
A 二 div grad (3-1-31) 
的 表达 式 
1 9 /H HE 0 1Hs A 
2 万 ， 7- ( 2 Ox, Ox, 
09° /H1:H, 9 全 
3 人 3- |. (3-1-32) 


$ 3-2 曲线 坐标 中 的 张 量 
现在 来 考虑 不 同 曲线 坐标 之 闻 的 变换 性 质 。 为 了 次 遍 起 
见 ， 以 下 不 局 限于 三 维 空间 ，、 也 不 局 限于 正 交 曲线 坐标 。 


考虑 ? 维 欧 氏 空间 。 其 中 任 一 点 的 矢 从 < 在 直角 坐标 中 
的 分 量 是 和 六 和 @ 仿照 式 (3-1 1-—1)、 (3~1— ~2) 定 义 册 
线 坐 标 
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Ld ED (GQ=1,2,.……,7), (3-2-1) 
es x"*) ls 2，.…… 1), (3—2—-2)} 


人 之 由 一定 相交， 而 长 丰 
。 然 而 ， 式 (3~1-16) 仍 然 成 立 ， 


dx= 于 和 dx 
和 前 面 闻 样 地 分 析 可 以 知道 ， 《6x/9x,) 症 沿 坐 标 线 x*;: 的 切 
ee 
了 (c=1， 2 .9 有) eT (3=2=3) 


， 如 


a 


作为 华 标 基 矢 。 出 于 汲 标 基 矢 没有 还 交 性 和 单位 长 度 性 ， 

“ 协 恋 ”和 5 道 变 ” 不 等 同 ， 因而 在 以 下 的 讨 : 他 中 有 必要 区 

Ss 下 指标 。 有 
给 定 曲线 坐标 z" (a=1,2,…,n)、 由 式 (3-2-2)， 有 


.dn 7 过 2 
设 有 连续 可 微 的 单 值 函数 
wl =%o7(XLX2 XX) (ca =1 2 12)， 
(5225) 
它 的 反 前 数 
XX (NI XX (GQ=1,2,,%) (3-2-6) 


也 是 连续 可 微 的 单 值 函数 ， 则 >x" (a =1,2,…,?) 也 是 一 个 
里 线 坐标 。 将 式 (3-2-6) 代入 式 (3-2-4)， 有 
fe bt (3—2-7) 
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”HEN ME he ne 5 Es yp He EP epee Ft i : 


在 原 曲线 坐 宗 x" 中， 局 部 标 架 的 基 矢 是 x, (3-2-3)， 在 : 
新 曲线 坐标 Xx"’ 中， 局 部 标 架 的 基 矢 是 


,%,, = a’ =1 2 9) ， (3-2-8) 
根据 复合 毅 数 求 导 的 法 则 ， 不 难得 到 


x a (3-2-9》 
这 就 是 曲线 坐标 局 部 标 架 基 矢 之 间 的 变换 法 则 。 反 之 ， 有 


和 2 二 (8-2-10) 

将 式 (3 -2-9) 和 式 (2-2-14) 比 较 可 见 ， 在 上 曲线 谷 标 的 变 : 
换 中 ，9x" /0x" 代替 了 仿 射 坐标 变换 中 的 4:…。 实 际 上 ， 后 
老 是 前 者 的 特例 一 一 当 x“ 和 x“" “都 是 仿 射 坐 标 时 ， 它 们 之 问 
人 

二 、 张 量 的 定义 和 运算 

在 曲线 坐标 中 张 量 的 定义 和 仿 射 坐标 中 张 量 的 定义 式 
《2-2-24) 形 式 上 相同 ， 只 要 作 代 换 ， 


4 (MD)， A1- < (MD)， (3-2-11) 


这 里 用 宗明 以 标明 Ox" /9xa' 和 0x/9x! 都 是 空 闻 点 的 辽 数 ， 


而 不 是 常数 。 
定义 ”在 项 线 售 标 xY" 中 ， 在 空间 任 一 点 M 给 出 一 组 数 
ee (3-2-12) 


如 果 当 曲线 坐标 变换 时 ， 它 变 为 


.8 站 
全 
(3--2-13) 
〈 式 中 捧 有 的 量 都 取 拷 点 的 值 ， 戏 所 有 指标 的 作 和 都 是 从 1 
到 ”) ， 则 称 这 一 组 数 为 在 人 点 的 一 个 ? 阶 协 变 、# 阶 道 变 的 
张 量 的 代数 运算 可 以 仿照 式 (2-2-25) 一 (2-2-27) 来 定 
义 。 但 是 ， 张 量 场 的 微分 运算 比较 复杂 ， 留 到 下 两 节 中 讨 
论 ， 
三 、 度 规 张 量 
在 本 节 中 ， 到 此 为 止 还 没有 用 到 空间 的 度量 性 质 ， 因此 
一 切 讨 论 都 适用 于 仿 射 空间 。 往 下 ,要 用 到 欧 氏 空间 (包括 真 
欧 氏 空间 和 伪 欧 夭 空 间 ) 的 度量 性 质 ， 引 进度 规 张 量 。 
任 浊 爽 个 矢量 4 和 b 按 曲线 华 标 中 的 标 架 基 矢 < (3-2-3) 
展开 为 
d= > ,a’X,, bp ybox,. 


取 两 者 的 点 积 
a.b= (x,.xp)a’ be, | (3~2-14) 
ap 
定义 度 规 张 量 为 
和 
gs 5 《3-2-]5) 


则 矢量 点 积 的 公式 (3-2-14) 成 为 
ag.b= > g.s6°be., (3-2-16) 
of 


由 此 式 可 见 ，9g。p 是 二 阶 协 变 张 量 。 
还 可 以 定义 二 阶 道 变 度 规 张 量 ; 


Ox” OX4 


a (3-2-17) 
利用 式 (3-1-11)、(3-1-12)， 可 以 证 明 
929" = dv。 《3-2- 18) 


在 曲线 你 标 中 ，g9。p 是 x 的 应 数 ， 可 以 看 成 是 二 阶 张 量 
。 .一 般 说 来 ， 它 是 不 对 角 的 ， 但 是 在 正 交 曲 线 坐 标 中 gee 
对 角 . 为 了 看 到 这 一 点 ， 将 式 (3-1- J 15)， 得 
到 正 交 曲线 坐标 中 的 协 变 度 规 张 量 : 
1 Hog6, :=H: G。5 (对 ay 有 不 作 和 ) 。(3-2~19) 
将 式 (3-1- 19)s (1- 20) 代 入 式 (3- 2-17)， 得 汉 正 交 曲线 从 
标 中 的 逆 变 度 规 张 量 ; 


gr Hr Fo. a 


(3-2—20) 


如 果 讨 论 的 是 平 直 的 仿 射 坐标 系 、 则 (ox/ox") = e。 是 
常 矢量 [ 见 式 (2-2- 11)3， 因而 按 式 (3- 2~ 15) 定 义 的 g。 是 党 
数 张 量 : 

9oB 是 常数 张 量 (对 于 仿 射 坐标 系 )。 (3—2~21) 
对 于 斜 交 坐标 系 ，9.。u 不 是 对 角 的 ， 但 总 可 以 通过 坐标 变 换 
恋 到 坐标 基 矢 为 单位 矢量 的 直角 坐标 系 ， 使 4,4 对 角 ， 而 且 
其 对 角 元 为 土 1， 

中、 弧 长 与 体积 

考虑 矢 径 x 的 微分 

VS， 


Ox 
dX = 2 


由 此 式 可 见 ，dx" 是 矢量 dx 在 局 部 标 架 x。 中 的 分 量 。 
qx 的 长 许 是 


dx" = (CX')X,. (3=2=22) 


jdx| = Vax-dx="/ ed. (3-2-?3) 
. op : 
在 一 级 近似 下 . 它 等 于 弧 长 的 微分 qs。， 因 而 
(ds)’= > ,gpdx"dxe. (3~—2—24) 
of 

再 来 看 区 域 九 的 体积 广 。。 在 直角 坐标 中 ， 我 们 有 
y， = [dXidxXe.dX . (3-2-°5) 

按 式 (3-2~1)、(3-2-2) 作 变量 代 换 ， 得 到 ， z 
po = derdes, “dx", . (3-2-26 ) 


共 中 的 挛 牙 可 比 了 是 矩阵 9 半 '/0x* 的 行列 式 的 绝对 值 : 


J = ldet SX (3-2-27) 


2- 


Ox -a OX Ox 
96 oye er x oz 
2 
ON: OX 


Ho = a ? Ci iB Tre 


的 第 阵 积 。 这 两 个 矩阵 的 行列 式 相等 : 
。89 。 


EE Ri 


了 
detB,,= detC,sg det yi. 


因而， 9g。8 的 行列 式 . 
g=detg。p (3-2—28) 


等 于 
9 = ( detoX'Y (3-2-29) 
Ge 


这 样 ， 由 式 (3-2-26) 得 到 
V ,= | oldxidxr. dr". (3-2-30) 


D 


3 3-3 ”平行 移动 与 联络 
在 上 一 节 里 ， 我 们 在 空间 的 任 一 点 M， 给 出 了 曲线 坐标 
中 张 量 的 定义 ， 如 式 (3-2-13)。 现 在 来 讨论 在 空间 的 不 同 
点 ， 按 这 种 方式 定义 的 张 量 之 间 的 关系 。 
在 三 维 欧 氏 空间 的 直角 坐标 系 中 给 定 一 个 矢量 & 的 三 个 
分 量 a,; (i=1,2,3) 就 完全 确定 了 这 个 矢量 。 :在 空间 任 一 点 ， 
用 这 三 个 分 量 可 以 作出 这 同一 个 矢量 ， 其 原因 是 直角 坐标 的 


基 天 e ;是 三 个 常 矢 量 ， 与 空间 点 无 关 。 

在 曲线 坐标 中 则 不 然 。 坐 标 基 矢 e ,依赖 于 空间 点 可 。 因 
此 ， 在 空间 的 不 同 点 ， 同 样 的 三 个 分 量 a* 决 定 不 同 的 天 量 ，。 
及 之 ,如 采 在 空间 某 一 点 几 给 定 了 一 个 矢量 4 的 三 个 分 量 4"， 
则 将 这 一 矢量 平行 移动 到 另 一 点 N， 它 的 分 量 将 要 变化 。 
当天 量 平行 移动 时 ， 它 在 曲线 坐标 中 的 分 量 如 何 变 化 ? 这 束 
是 我 们 所 要 讨论 的 问题 。 

这 一 节 里 将 假定 所 考虑 的 是 n 维 空间 。 在 第 一 、 一 点 中 


90， 


是 n 维 仿 射 空间 ， 而 在 第 三 点 中 是 ” 维 欧 氏 空间 《包括 其 欧 
氏 空间 和 伪 欧 氏 空 间 ) 。 
一 、 矢 量 的 平行 移动 
将 一 个 矢量 a 按 计 点 的 局 部 标 染 展开 ， 


0 (M) Xx, (M) = > AD (MM). 


我 们 来 讨论 如 何 将 4 由 MM (x!，x 0 ee 
x? 二 dx?,…,X"+dx")， 要 要 求 在 此 过 程 中 ， 保持 4 不 变 。 这 
一 要 求 意味 着 aa = 0， 因 而 

0= 5 (da")x。+ ,a’'dx, 


= y (da’)x 十 RE dx 
a op Ox° Ox " 


将 上 式 右 边 第 二 项 中 的 哑 标 改写 为 By， 这 一 项 中 包含 的 
O02x 
Ox OxY 
是 在 点 夺 的 一 个 矢量 〈 对 于 固定 的 5、?) ， 因 而 可 以 将 它 用 
好 点 的 局 部 标 架 x。 展 开 
9: - 
Bd > vee (3-3-1) 
代入 上 式 ， 得 到 
>》 (da")X。= 一 (> Ts,afdx?)x,, 
a 可 By . 
由 于 三 个 基 矢 x。 相 互 独立 ， 所 以 它们 的 系数 应 分 别 相等 。 四 
而 有 
da" = 一 》 78vapdxy. 《3“3<=2 ) 
Bry - 


2 G1» 
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这 就 是 决定 矢量 平行 移动 时 其 分 量 的 变化 的 公式 ，。 

由 式 (3-3~1) 定 义 的 全 5; 称 为 联络 。 式 (3-3-2) 表 明 ， 
da" 线 性 地 依赖 于 of 和 dx”。 这 一 线性 关系 中 的 系数 就 是 联 
络 1 8y。 

由 定义 式 (3-3-1) 可 见 ，7 5, 对 指标 By 对 称 ; 

1 3»,=T sp, (3=3=3) 

注意 ， 只 是 在 曲线 坐标 中 ， 联 络 才 不 为 等 。 如 果 是 仿 射 
沿 标 [ 电 式 (2-2-11)3， 则 

Ox 
dxe 
是 常 失 量 ， 它 对 x 的 导数 为 零 ， 因 而 按 式 (3-3-1) 定 义 的 联 
络 为 
了 人 (对 于 仿 射 坐标 ) (3~3—4) 
二 、 联 络 的 变换 规律 
联络 ! ?是 有 三 个 指标 的 量 、 共 有 3:=27 个 分 量 。 但 
是 ， 联 络 ! 3 并 不 是 一 个 三 阶 张 量 ， 因为 它 在 坐标 变换 时 不 
按 张 量规 律 变 。 
我 们 来 研究 联络 的 变换 规律 。 
在 举 标 系 x" 中， 类 似 于 式 (3-3-1) 有 
D2 
rd 一 2 本 pg (3~—3—3} 
将 式 (3-2-9) 
| OX OxY dx 
dxY 7 2 de 
对 x′“ 求 导 ， 得 到 
外 92 


Ox 
OxB’/Ox?! 


-02x7? OxB Ax? 02x 
2 3 Ox 7 "+ 2 3 Oxr’ OPOxY 
将 右边 第 一 ' 项 中 的 是 标 ?改写 为 w&， 代 入 式 (3-3-5) 并 利用 式 
(3-3-1) 和 式 (3-2-10)， 得 到 


oT 加 2X 
7 x 二 ee 
et br 


1 Gx8 Ox? 
+ 2 OxB’ Sr Ti |*. 
_ Oxa’ 
SE 7 Ox” | 


Ox’’ Oxs OxrY ~, 
0 3 和 


令 责 边 x。 “的 系数 相等 ， 得 到 


人 OO2xa Ox”/ 
{Bb/y,= 2 BT ORTT Ox” | 


9 
这 就 是 联络 六 ?在 坐标 变换 时 的 变换 规则 。 

式 (3~3~6) 右 边 第 二 项 a 
指标 by 的 变换 规则 ， 然 而 还 多 出 了 第 一 项 ， 这 吉明 联络 5， 
利 张 量 有 不 同 的 变换 规则 ， 因 而 ea 

三 、 克 利 斯 托 菲 符号 一 加 

在 本 节 的 讨论 中 ,， 直 到 现在 为 止 ， 还 没有 用 到 欧 氏 空间 
的 性 质 。 现 在 假定 所 研究 的 是 欧 氏 空间 〈 包 括 真 欧 氏 空间 和 
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伪 欧 氏 空 间 ) 中 的 曲线 坐标 ， 此 时 有 度 规 张 量 go 可 供 利 
用 ，。 
我 们 来 讨论 联络 8y 和 度 规 张 量 9g。 的 关系。 将 


点 滋 式 (3-3-1) 


Ox 口 2X 
es T,Xx -X， 
ER 2 ER 


投 式 (3=2-15)， Xs,:X,= 09, 2 8 算 勾 


7 :py = 2 prs (3507) 
则 上 式 成 为 
oO 2 
es (3-3-8) 


Ox: xsdxr " 
ee 1 :py 可 以 看 成 是 将 六 8y 的 上 标 下 降 的 
结 末 。 反 之， 将 ;By 的 第 一 个 下 标 上 升 ， 又 可 以 回 到 
1 27 
7 ji =9" 7 py。 (3-3-9) 
这 时 用 了 度 规 张 量 的 性 质 (3-2-18) 。 
的 定义 式 (3-2-15) 


OxX Ox 有 
Ox* Ox a 
Ox Ox ,Ox , dx, _ gir 


OXY OxhoxY OxY Oxoxi Ox 


“94. 


瑾 当 


将 式 (3-3-8) 代 入， 得 到 


Typr +Ty,1p= 0 2。 (3-3-10) 
将 三 个 指标 进行 轮换 4->C->? 一 4， 得 到 又 一 方程 
~ {esra tl pr = a z (3-3-11) 
再 轮换 一 次 ， 得 到 第 三 个 方程 ， / 
z Tyyag+ Ty = a -a | 73712) 


这 是 三 -个 来 知 量 天 ， 7», A8y 矿 , ,的 三 个 联 立 : 方程 
将 式 (3-3- 人 2 除 ， 可 
以 得 到 


Ts py = 90s ao oor )。 (3-3-13) 


此 式 右 方 的 表达 式 称 为 第 一 类 克利 斯 托 菲 符号 。 
将 式 (3-3-13) 代 入 式 (3-3-9)， 得 到 


Ts (Sa + O98 .Og ). | 


2 Ox OxY Ox’* 
ee 有 -3-14) 
此 式 右 方 的 表达 式 称 为 第 二 类 克利 斯 托 菲 符 号 。 这 两 个 式 子 


建立 了 联络 与 度 规 张 量 的 关系 ， 
在 正光 曲线 坐标 中 ， 度 规 张 量 对 角 。 将 式 (3-2-19);: 
ee (3-3-14) ， 得 到 ， 


oH3, oHs3, | 
es 2 OX? Oh )， 
(对 DB、? 不 作 和 ) … (3-3-15) 


s 8 。 


2 HY (et A 让 


《对 Q、 记 不 作 和 ) 《3-3-16) 


$ 3-4” 协 变 导 数 

在 上 两 节 里 讨论 了 曲线 坐标 中 的 常 矢 量 。 现 在 来 考虑 矢 
量 场 。 在 直角 坐标 系 中 ， 和 人 矢量 场 〈( 即 一 阶 张 量 场 ) 对 党 标的 
导数 是 二 阶 张 量 场 ， 如 式 (1-6-1)， 而 在 曲线 坐标 中 ， 由 于 
坐标 基 矢 不 是 常 矢 量 ， 单 纯 对 坐标 求 导 ， 不 能 形成 张 量 。 我 
们 的 任务 是 要 寻找 一 种 能 形成 张 量 的 “ 求 导 ”运算 。 

一 、 一 阶 协 变 张 量 场 的 协 变 导数 

考虑 一 个 矢量 场 &(CMW ) ， 它 的 协 变 分 量 是 Co。(X1，X 
x“)， 当 坐标 变换 时 ，c。 变 为 


OXx” 
Qs’ 二 ES do。 一 过 一 
5 (3-4-1) 


2 


将 它 对 a 人 汪 


Ox” a, D2x。 
7 2 7 7 ne 


Ox Ow* 
Dt 


(3~4—2) 
由 于 右边 多 出 了 第 二 项 ， 所 以 oc。/ox2 不 是 二 阶 张 量 。 
为 了 计算 它 ， 利 用 式 (3-3-6): 


92X2 Ox”!/ 
Tr, = = 2 BB7 OT Ox* 


a 96。 


Ox 0xp Ox? rr 
1 Ox: Oxi/~ Oxi’ /Ye 


2 By 


用 9x"/9x"' 乘 左 、 右 两 边 ， 对 w/ 作 和 ， 注 意 到 


Ox’ 0x 0 
就 得 到 
92X。 s,s Ox’" so Oxs Ox? 
.0Ox570x77 1 gy, i Oxi’ Ox’’ * 


(3—4-3) 
Se 由 指标 a /改写 为 y"， 并 将 右边 第 一 项 中 


的 是 标 cx 改写 为 ?， 得 到 


Ga，， 9a， OX 0xy 
a 2 DOxp6/ 0x77 "Dri 2 


将 式 (3-4-3) 代入 上 式 ， 得 到 


Oa，， Oa, Oxph Ox? 
人 DOxy” + -3 Ca 0。 


8 Ox?Y 


根据 式 (3-4-1) 9 
0 a 
和 0 Gor, 
将 此 式 代 入 式 (3-4-4) 得 到 
’ a ? 
Oay Se 2 Tj/ ,Gor = = (3 = 2 人 OX” 9x 


Ox Ox’ GOXY/ 
(3—4-—5)- 
让 此 可 见 ， 具 有 两 个 自由 下 标 6? 的 表达 式 
a 97。 


2 号 人 G。 (3-4-6) 


3 
服从 二 阶 协 变 张 量 的 变换 规律 。 我 们 称 它 为 协 变 张 量 场 4i 的 
苏 变 导数 ， 记 为 


Praty = (D3, 了 本 rg, Ja 


. (3-4-7) 
我 们 看 到 ， 为 了 使 求 导 适 算 成 为 一 种 协 变 运算 ， 需 要 将 求 导 
算 符 9/9x“ 换 成 “ 协 变 导数 ” 算 符 广 *。 算 符 广 * 有 两 个 附 加 
指标 和 7y, 可 以 把 它们 看 成 是 矩阵 指标 ， 当 上 gp 作 用 到 ao。 上 
时 ， 这 两 个 指标 按照 矩阵 乘法 规则 对 指标 2 缩 并 。 这 样 ， 由 
普 首 导数 向 协 变 导数 的 过 渡 可 号 为， 

6 作用 在 协 变 张 量 场 上 


本 7 - -一 > 人 (三 p Dr ss 


和 (3-4~8) 
二 、 一 阶 逆 变 张 量 场 的 协 变 导数 
考虑 北 变 张 量 场 a (MM)。 为 了 得 到 它 的 协 变 导数 ， 最 简 
单 的 办 法 是 取 它 和 一 个 协 变 张 量 场 5, (M) 的 缩 并 ， 
ph- 过 (MI)bv (CAM)， 


这 是 一 个 标量 场 ， 它 对 x! 的 导数 是 一 人 训 变 张扬 由 上 式 
得 


= 愉 六 voby OUy 二 dGar 
Oxs 二 OxF 2 3 


上 式 左边 是 一 阶 协 变 张 量 ， 而 右边 两 项 都 不 是 张 量 。 我 们 来 
改写 这 个 式 子 ， 使 右边 两 项 都 具有 张 量 的 性 质 。 为 此 ，. 参 考 


式 (3-4-6) 左 边 第 二 项 的 形式 写 出 油 等 式 

“sa b, by TY gs = 0。 
Re RR 不 过 是 工 标 的 符号 不 向 ， 因而 相 减 为 零 ， 
ee 


-二 (6 -Tit. x. 


3 


+ 二 (过 $0). 


此 式 的 左边 和 右边 第 一 项 都 是 . 阶 协 变 张 量 ， 因而 右边 第 二 
项 也 是 一 阶 协 变 张 量 。 然 而 ， 这 一 项 是 括号 中 的 表达 式 


y 
s 人 a" (ey $.)a ” (3-4-9) 


ee 因而 式 (3-4-9) 是 一 个 一 阶 
协 变 一 阶 递 变 的 张 量 ， 它 就 是 所 要 求 的 逆 变 张 量 场 a” Ca) 的 
协 变 导数 ， 记 为 


可 -一 9 AY y \ a : 

2 (fp) sa" = (2a ry) .。° (3—4—10) 
因此 ， 当 作用 到 逆 变 张 量 场 上 的 时 候 ， 由 普通 导数 向 协 变 导 
数 的 过 渡 是 ; 

ei PND. (3-4-11) 

Vv 

三 、 高 阶 张 量 的 协 变 导 数 

” 协 变 导 数 的 运算 可 以 推广 到 生意 的 高 阶 张 量 场 。 以 一 阶 
协 变 一 = 阶 逆 变 的 张 量 场 a (CM) 为 例 ， 2 


“99 : 


9 
G3 = 
My 


ay—D ivas + fod?, (3-4-12) 


四 、 里 契 引 理 

本 节 前 面 的 讨论 没有 用 到 空间 的 度量 性 质 ， 因 而 适用 于 
仿 射 空间 的 任意 曲线 坐标 。 假 定 所 考虑 的 是 欧 氏 空间 (包括 
真 欧 氏 空间 和 伪 欧 氏 空 间 ) ， 则 有 度 规 张 量 9。;， 它 也 是 空 
间 点 的 函数 ， 可 以 看 成 二 阶 协 变 张 量 场 。 我 们 来 计算 它 的 协 
变 导数 ， 


三 5gyy， oye -Pg 2 iy gr ce 


(3—4—13) . 
将 联络 与 度 规 张 量 之 间 的 关 素 式 (3-3-14) 代 入 式 (3-4-13)， 
得 到 ， 


0 ’ 
Vgrr’ = 二 


i 1 可 99 0gs; _ 0gy; 3 
2 9 ‘(SS 一 十 -人 dy 


Ox* OxY Ox? 
0g, 1 9 _ 9 
gs (Sg 9 3 i i eh ) 确 曾 


利用 式 (3-2-18) 不 难看 到 ， 上 式 右 边 各 项 全 部 消 去 得 堆 。 
即 ， 度 规 张 量 的 协 变 导数 为 堆 
& Pagry’=0 (3-4—14) 
这 叫做 里 契 引 理 。 
五 、 协 变 微分 
通常 -个 函数 对 自 变量 的 导数 乘 上 自 变 量 的 微分 就 得 
到 这 一 函数 的 微分 。 在 曲线 坐标 中 ， 一 个 张 量 场 对 坐标 的 协 
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变 导 数 乘 上 坐标 的 微分 就 称 为 这 --. 张 量 场 的 协 恋 微分 ， 
例如 ， 在 式 (3-4- 人 得 到 协 变 张 量 
场 ov 的 协 变 微分 


= ZF) doo de 
ee dxf — 2 1 2r9。 dx?. (3-4-15) 
p 


在 式 (3-4-10) 上 采 以 dx “对 0 作 和 ， 得 到 进 变 张 量 场 oy 竟 协 
变 微分 


a (Fp) Ya° dx 有 
= rd + TTYardxe, (3-4-16) 
月 of 


式 (3-4-15) 和 式 (3-4-16) 右 边 第 一 个 和 式 分 别 是 通常 的 全 徽 
分 
0a _ Oo’ 
dag, = p> dar = 2 (3-4-17) 


因而 ， 协 变 微分 和 全 微分 的 关系 是 。 


Day = da, — YT gyasdxs, (3-4-18) 
0 及 

Day =aday +》 7 和 GdXp8。 (3-4-19) 
of 


比较 式 (3-4-19)、(3-3-2)， 并 注意 到 联络 对 两 个 下 指 
标的 对 称 性 ， 可 以 看 到 ， 矢量 平行 移动 的 条 件 是 它 的 协 变 微 
分 等 于 零 。 

从 这 里 可 以 看 出 协 变 微 分 的 意义 。 在 复线 党 标 中 移动 一 


* 101。 


过 光 ee 


个 矢量 ， 它 的 分 量 会 发生 变化 ， 但 这 一 变化 未 能 反映 矢量 的 
真实 改变 ， 闪 为 由 于 局 部 标 染 基 秋 的 变化 也 会 引 地 失明 分 量 


的 变化 。 从 矢量 分 量 的 变化 中 扣除 F 于 标 架 基 矢 的 变化 所 引 
起 的 部 分 才 是 矢量 的 真实 政变 ， 而 这 就 是 矢量 的 协 变 微分 ， 
如 果 协 变 微分 等 于 零 ， 就 表示 移动 过 程 中 矢量 没有 变化 ; 即 
平行 移动 ， , 

六 、 矢量 场 的 散 度 和 旋 度 

现在 将 本 节 的 结果 站 用 到 三 维 走 欧 返 空 间 的 正 交 曲 线 从 
标 中 ， 来 推导 散 度 和 旋 度 的 公式 (3-1-29)、 (3-1-30) 。 

回忆 在 $ 1-6 中 用 笛 - k 尔 从 标 计算 矢量 场 的 散 度 和 施 全， 
是 先 求 这 一 -矢量 场 的 导数 ， 得 到 一 个 二 阶 张 量 场 ， 然 后 再 通 
过 指标 的 缩 并 ， 得 到 标量 场 ( 散 度 ) 和 慷 拓 量 场 ( 旋 度 ) 。 
要 想 将 这 一 方法 推广 应 用 到 曲线 束 标 中 ， 需 要 用 协 变 导数 代 
赵普 通 导 数 ， 


近江 式 (3-4-10)， 拓 晤 声 。 的 协 变 导数 


(py) Ya 


是 一 阶 协 变 一 阶 过 区 的 张 是 。 将 它 的 两 人 指标 迪 并 ， 得 到 一 


个 标量 场 ， 就 是 矢量 场 4 的 散 度 ， 


div @= 2 (Pv) ta" = = (Fr EY a*). . (3-4-20) 


条 村 路 的 公式 此 ， 多 出 了 凡 联 为 
二 项 、 

a 
在 正 交 曲线 坐标 系 中 ,, 按照 式 (3-3-16), 有  . 


° 102。 


加 


1 .9Hy 


a OY - .Oly (3-4-21) 
和 . 2 2 3 Ox 2 OX” 


将 上 式 代 入 式 (3-4-20)， 可 以 得 到 div a。 但 是 ,还 应 注 
意 ， 式 (3-4-20) 右 方 的 a 是 矢量 4 在 基 矢 Xx。 构成 的 标 架 中 的 
分 量 ， 而 在 正 交 曲线 谷 标 中 计算 div& 时 ， 习 惯 于 用 4 在 归 一 
化 基 矢 e。 所 构成 的 标 架 中 的 分 量 ao"; 
a= Yarx,= ae,. (3-4-22) 


将 式 (3-1-17) 代 入 上 式 ， 得 到 
】 Go。 (对 a 不 作 和 ). (3-4-23》 


oa 
GQ = 


将 式 (3-4-21)、 ne 23) 代 入 式 (3-4- -20)， 得 到 


diva = 0 . 1 90Fy- o —A4—24 
1v D3 2 py. D2 a°, 6 24) 


经 过 简单 的 运算 ， 不 难 将 这 个 式 子 化 成 式 (3-1-29) 的 形 
式 。 

在 往 下 计算 矢量 场 的 旋 度 之 前 ， 先 让 我 们 注意 -一 个 事 
实 。 在 山 线 坐标 中 ， 二 阶 对 称 符 号 6。* 不 是 一 个 二 阶 张 量 ， 
但 是 ， 如 果 是 正 交 曲线 坐标 ， 则 
有 ,有 p06,p=gapg (对 ac、 不 作 和 ) (3-4-25) 


和 

人 (对 ca.B 不 作 和 ) (3-4-26) 

分 别 是 一 阶 协 变 张 量 和 二 阶 逆 变 张 量 [ 见 式 (3-2-19)、(3-2- 

20) ]。 
同样 的 道理 ， 三 阶 完全 反对 称 符号 seny 在 曲线 坐标 中 也 
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不 是 张 晤 ， 但 是 ， 在 正 交 时 线 坐标 中 
人 (对 QQ.B、»? 不 作 和 ) (3-4-27) 
和 


OEY 万 - 关 一 一 一 8opy (对 CD、 7 不作 和 ) (3-4-28) 


分 别 是 三 阶 协 变 张 量 和 三 阶 道 变 张 量 。 为 了 证 明 这 一 结论 ， 
将 式 (3-4-26) 和 式 (3-4-27) 作 缩 并 ， 利用 式 (1-5-12)， 得 到 
Oe oO Or a SO OU Oe oy pn 


3 0 


aBy 
这 一 缩 并 的 结果 是 标量 ， 说 明 9。s* 是 三 阶 协 变 张 量 。 
利用 式 (3-4-28) 和 协 变 导 数 民 (3-4-7) 缩 并 ， 可 以 得 到 
一 个 硒 矢 量 场 ， 称 为 2 的 旋 度 rotas 
rota = 5 6°Arx (3 3 ) 


opy 


Ocy 
= .万 ， Se apy x (2 > Tivo, ). 
由 于 egy 对 指标 Bp 反对 称 ， 而 5> 对 bp 对 称 ， 它 们 粗 乘 以 
后 对 by 作 和 得 零 。 因 而 上 式 括号 中 只 剩 下 第 一 项 ， 注 意 ， 
代表 和 拓 量 分 量 的 是 一 阶 张 量 的 送 杰 分 量 而 不 是 协 变 分 量 ， 因 
而 第 一 -项 中 的 ay 应 该 ee 站 标 。 于 是 有 


rota 一 


= (ga), 
ol 二 py* a pA 


(3-4-29) 
.将 式 (3-1-17)、(3-4-23)、(3-4-25) 代 入 上 式 ， 得 到 (3-1- 
30) 。 


。 104。 


第 四 章 “” 黎 曼 空 间 中 的 张 量 


这 一 但 讨论 弯曲 空间 ， 重 点 考虑 有 上 度量 的 弯曲 空间 一 一 
繁 曼 空间 。 

弯曲 空间 的 最 简单 例子 是 三 维 欧 氏 空间 中 的 曲 线 和 了 曲 
面 ， 它 们 分 别 是 一 维和 二 维 弯 曲 空间 。 在 近代 物理 学 中 ， 弯 
炬 空间 有 重要 的 应 用 。 按 照 广义 相对 论 ， 有 引力 场 存 在 的 时 
空 是 四 维 弯曲 空间 一 一 由 维 伪 黎 曼 空间 。 基 本 粒子 内 部 对 称 
性 的 空间 也 是 一 种 弯曲 空间 。 | 

在 本 章 忆 一 节 里 ， 我 们 给 出 黎 曼 空 间 和 仿 射 联 络 空间 的 
定义 ; 第 二 节 讨 论 平行 移动 和 曲率 张 量 ， 第 三 节 讨 论 弯 曲 空 
间 中 的 短程 线 一 一 测 地 线 ! 第 四 节 简 单 说 明 几 个 物理 应 用 的 
例子 ， | 

为 了 简化 书写 ， 在 本 章 中 我 们 采用 约定 : 凡是 在 一 项 中 
有 相同 的 上 、 下 指标 就 隐 含 对 这 一 指标 从 1 到 作 和 《4 是 
空间 的 维 数 ) 。 : 


$ 4-1 黎 曼 空间 与 仿 射 联络 空间 

考 虞 一 个 n 维 弯曲 空间 、 由 于 空间 是 弯曲 的 ， 所 以 在 其 

中 不 可 能 建立 以 直线 为 坐标 线 、 以 平面 为 坐标 面 的 仿 射 坐标 
系 ， 而 只 能 建立 曲线 举 标 系 。 既然 一 切 坐 标 系 都 是 曲线 坐标 
系 ， 以 下 就 省 去 “有 曲线 ”两 个 字 ， 而 直接 称 它 们 为 “ 坐 标 


327 ?3 


人 7、 
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a ee PT 
tT RN 时 


4 


一 、 流 形 中 的 张 旱 

我 们 从 最 一 般 的 情况 开始 。 很 定 研 究 一 种 几何 对 象 ， 丰 
它 里 通 可 以 建立 以 ”个 实数 为 分 量 的 坐标 系 Xx“(Q= 1,2,…， 
mn) .并 旦 通过 双方 单 值 的 连续 可 微 函数 可 以 变换 到 另外 的 
坐标 系 X" (a/=1,2,.…,n) : 


区 
; (4-1-1) 
i .ts (GQ=1,2,.…,7) 1 


所 有 这 些 坐 标 系 完全 等 效 ， 对 它们 没有 任何 优先 的 选择 。 

如 果 所 讨论 的 对 象 仅仅 只 有 上 述 性 质 ， 它 的 几何 结构 渡 
”非常 贫乏 。 唯 一 的 几何 性 质 是 可 以 建立 坐标 系 ， 而 且 可 以 用 
连续 可 微 的 单 值 沙 数 (4-1-1) 进 行 坐标 变换 ， 除 此 以 外 没有 
任何 其 他 几何 性 质 。 这 种 非常 不 定型 的 几何 对 象 称 为 
流 形 ( 主 )， 

在 流 形 中 ， 可 以 按照 式 (3-2-12)、(3-2~13) 的 方式 定义 
张 量 : 

定义 ”在 流 形 上 的 任 一 点 骨 (x"， &=1 2 23) 给 出 一 
组 数 


Ge (4-1-2) 


1 


如 有 果 当 华 标 按 式 (4-1-1 变 所 对 ， 安 变 为 


(4-1~3) 


[ 注 】 能 在 整体 上 建立 统一 至 标 系 区 沪 避 是 名 等 流 形 ， 对 于 一 般 的 流 形 , 不 
能 在 整体 上 建立 统一 的 坐标 系 ， 而 只 能 分 区 建立 坐标 系 ,得 用 适当 的 方式 将 它们 
粘 合 起 来 
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外 称 这 -组 数 为 在 M 点 的 一 个 > 阶 协 变 、 阶 六 变 的 张 量 
(注意 ， 按 约定 ， 上 式 右 方 隐 含 对 指标 ac、，…，ca,，0，， 
，pPs 从 1 到 1 作 和 ) 。 

间 一 点 上 的 张 量 可 以 按 通 常 的 方式 (2-2-25) 一 (2-2-27) 
进行 代数 运算 。 
但 是 ， 由 于 流 形 中 既 没 有 度 规 张 量 ， 又 没有 联络 ， 所 以 

流 形 中 的 张 量 不 具有 度量 性 质 ， 而 且 不 同 点 的 张 量 之 间 没 有 

任何 联系 。 因 此 ， 对 于 流 形 中 的 张 量 不 能 进行 求 导 运算 ， 也 

不 能 升 、 降 指标 。 

二 、 黎 曼 空 间 
如 果 在 2 维 流 形 中 给 定 一 个 不 退化 的 对 称 二 阶 协 变 张 量 
场 
Co 
来 作为 度 规 张 量 ， 则 这 一 流 形 就 成 为 黎 曼 空间 . 
所 谓 “ 非 退化 ”是 说 g。g 的 行列 式 不 等 于 零 ， 


det gssF0 3 (4-1-4) 
而 所 请 “对 称 ” 是 指 对 指 者 标 C、 太 对 称 ， 

gp=gr。， (4-1-5) 

如 果 二 阶 逆 变 张 量 场 

9 (Xl,X ,XX") 
是 对 称 的 

人 0 (4—1-—8) 
江 且 满足 | 

9 qay =0y， (4—1-7) 


则 称 g”* 为 逆 变 度 规 张 量 . : 
。107。 


利用 度 规 张 量 可 以 定义 矢量 的 标 积 ( 和 六 ?2。 矢 量 6 各 07 的 
标 积 定义 为 它们 程度 规 张 地 5.o 的 缩 并 
人 0 《4 一 1 一 : ) 
利用 度 规 张 量 gr 和 9 可 以 用 类 似 于 式 (2-3-19)- 
De 
中 ， 张 量 的 协 变 和 逆 变 指标 的 区 分 没有 实质 意义 。 
利用 度 规 张 量 还 可 以 定义 黎 党 空间 中 的 红 长 。 在 黎 总 空 
间 中 的 曲线 可 以 用 参数 方程 表示 为 
0 (4—1-9) 
当 参 数 1 长 变 dt 讨 ，x”(4) 改 变 dx"， 向 x"(1) 决 定 的 点 扫 过 曲 
线 上 的 一 段 弧 。 这 一 段 弧 长 的 六方 在 略 去 高 级 小 量 欠 情况 下 
等 于 以 g。s 为 系数 从 二 次 型 ; 
bo a (4~1-10) 
这 一 个 二 次 型 可 能 是 正定 的 ， 也 可 能 是 非 正定 的 。 在 前 一 情 
况 下 ， 称 为 真 黎 曼 空 间 ， 而 后 一 情况 称 为 伪 黎 曼 空间 。 对 二 
真 黎 曼 空 间 ， 弧 长 ds 永远 是 实数 ; Ri 
同 的 曲线 ， 绝 长 可 以 是 实 的 ， 可 以 是 碟 的 ， 也 可 以 等 于 从 
如 有 果 沿 某 菜 一 方向 弧 长 为 零 ， 就 称 这 一 方向 为 迷 向 的 方向 ， 


三 、 仿 射 联络 空间 
对 于 一 个 流 形 ， 可 以 不 规定 它 的 度量 性 质 ， 而 规定 不 同 


一 一 一 一- 一 一 -一 一 一 -一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 


【 注 】 实际 上 ， 在 弯曲 空间 中 只 有 张 量 而 设 有 矢量 . 但 是 ， 在 弯曲 空间 的 每 
一 点 ， 可 以 定义 一 个 平 直 前 切 空 间 .这 一 个 切 空 间 中 的 矢量 和 弯曲 空间 这 一 点 上 
的 一 叭 逆 变 张 量 有 一 一 对 应 关系 . 因 比 ， 可 以 简称 弯 归 空间 中 的 一 阶 送 变 张 最 为 
“矢量 ” .以 下 我 们 采用 这 种 简化 语言 . 
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pe ee er i 0 一 
-ee pr 、 .一 :sr 一 一 


点 的 张 旺 之 加 的 联系 。 也 就 是 说 ， 可 以 不 给 定 度 规 张 量 
Yat, 而 给 定 联络 ! 8v 。 
按 定义 ， 联 络 疡 ?* 是 有 三 个 指标 的 一 组 数 ， 妆 坐标 变 的 
为 式 (4-1-1) 时 ， 它 变 为 参看 式 (3-3-6)] : 

I Ox OX OX OX 9x _ 太 ;7 


Ox? /ZDXY7 Ox” - Ox" - Ox? Pl Ox? 


(4—1-11) 
在 一 个 流 形 上 ， 按 这 种 方式 给 定 联络 2 ryv 以 后 ， 这 一 流 形 就 
成 为 仿 射 联络 空间 ， 
注意 ， 在 上 述 定义 中 ， 并 没有 要 求 7y 对 指 宗 B、Y 对 
Siry=T 87 一 7 7n (4—1-12) 
为 挠 率 。 在 一 般 仿 射 联络 空间 中 找 率 不 为 零 。 但 是 ， 在 本 书 
中 ， 我 们 只 讨论 挠 率 为 零 的 仿 射 联络 空间 ， 即 只 考 虑 三 ?对 
pp、? 对 称 ; 
/ 了 和 = 了 (4-1-13) 
上 的 情况 。 
在 一 般 的 流 形 中 ， 不 同 点 的 矢量 之 间 不 存在 “平行 2 的 
性 质 。 但 是 ， 在 有 了 联络 以 后 ， 就 可 以 定义 平行 移动 。 
定义 ”如 果 沿 曲线 (4-1-9) 移动 dgx" 时 ， 秋 蜡 a" 改变 
da el ova dwY. (4—1-14) 
我 们 总 说 矢量 a" 沿 这 一 曲线 平行 移动 [参看 式 (3-3-2)2 。 
平 行 移动 应 该 是 一 个 与 坐标 系 的 选择 无 关 的 几何 竹 质 。 
因此 ,如 有 果 在 溪 宗 系 x" 中 式 (4-1-14) 成 立 ， 则 按 式 (4-1-1) 变 
换 到 长 标 系 xy" 后， 和 式 (4-1-14) 同 样 的 袜子 也 应 当成 立 。 
我 们 来 证 明 这 一 论断 。 
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证 按 张 量 的 变换 性 质 ， 
OxX” ， 
da"=—1 syasdx’ 


GQG°” 一 (4-1-15) 


Re 


2 
se OX247GxXY 7 


将 左边 的 哑 标 a/ 改 写 为 44， 然 后 在 左 、 右 两 边 同 乘 以 
0x"“/ox" 并 对 c 作 和 利用 复合 函数 导数 公式 

OX’ 9x”_ox _ ge) 

Ox” Ox*’ Ox’*’ 2 
得 到 


da’/= Ox”/ 


-i Ox” 


J/ "op 人 
十 Ts,0% OX Ox ar sda*, ， 


Ox” Ox OxY’ 
将 联络 的 变换 规则 式 (4-1-11) 代 入 ， 得 到 
da" /=—1 sy,,a dx?r/, 
这 就 证 明了 平行 移动 与 坐 宗 系 的 选择 无 关 ， | 
从 以 上 的 证 明 可 以 看 出 ， 我 们 规定 联络 有 变换 性 质 式 
»110。 


(4-1-11)， 就 是 为 了 保证 平行 移动 与 坐 慰 系 无 关 。 
四 、 歼 曼 空间 的 联络 
以 上 上 我 们 分 别 在 流 形 中 定义 度 规 张 量 9。p 和 联 络 太 3y， 
得 到 黎 曼 空间 和 仿 射 联络 空间 ， 这 样 得 到 的 黎 曼 空间 只 有 府 
量 性 质 ， 没 有 平行 移动 性 质 ， 因 而 不 同 点 的 张 量 之 间 没有 
联系 ;而 在 这 样 得 到 的 仿 射 联络 空间 中 ， 虽然 有 平行 移动 
性 质 ， 却 没有 度量 性 质 。 现 在 ， 我 们 进一步 在 黎 曼 空间 中 引 
进 联络 六 3?y， 从 而 使 得 这 一 空间 除了 有 度量 性 质 以 外 ， 也 有 
平行 移动 性 质 。 
但 是 ， 在 黎 曼 空间 中 ， 联 络 1 5 的 引进 不 是 任意 的 。 它 
和 度 规 张 量 g。* 之 间 有 一 定 的 关系 。 为 了 看 到 这 一 点， 考虑 
两 个 矢量 a 和 b"。 它 们 的 容积 是 
a:b=a"b,=g9.pa"b?, 
如 果 让 这 两 个 矢量 同时 沿 某 一 曲线 平行 移动 ， 它 们 的 标 积 应 
保持 不 变 ， 因 而 应 该 有 z 
0=a’(db,)+(da’)b, 
将 式 (4-1-14) 人 代入， 并 交换 哑 标 符号 ， 得 到 
a"(db,.)=T ;ya dx’b, =T /ybsdxra’ 
由 于 a* 是 任意 的 ， 因 而 
db, =Th,0sdx?. (4-1~16) 
这 是 协 变 张 量 b。 的 平行 移动 公式 5 比较 式 (3- 4-13)3] 。 
另 一 方面 ， 又 可 以 每 


db, =d(g, sb’) = Sa Ab dx a 
和 


将 式 (4-1-14》、(4=-1- 16) 代 入 ， 得 到 
7 7D， dxry = T' 4,g,sb dxY = 


.111 。 


二 eg. Drdx rT =o el Sy dN. 


这 一 式 子 对 于 任意 的 b*dx?y 都 应 成 立 ， 因 而 有 


2 —(goil jr + 9 sy)=0, 
“着 义 【参看 式 (3- -3-7) 
De es PR {4-1—17) 
“就 有 [比较 式 (3-3-10)】 a 
人 (4-1-18) 


在 写 出 这 -- 式 子 时 ， 利 用 了 联络 对 和 、? 的 对 称 性 ( 找 准 为 
零 ) ， 因 而 由 式 (4-1-17)? 有 | 

| | pay = yp ， (4-1-19) 
和 8 3-3 中 一 样 ， 对 式 (4-1- _18) 复 行 三 个 指标 的 办 换 ,， 可 以 
得 到 类 似 的 另 两 个 式 子 


Te 《4-1-20 ) 
了 5，， vt+ly, ,ge 国 《4-1-21) 
由 此 可 以 解 出 [参看 式 (3-3~13)7 
dgoy 09p。 0gy， 元 有 二 
人 (4-1-22) 


即 ， 三 。 ,等 于 由 度 规 张 量 组 成 的 第 一 类 克利 斯 托 非 符号 ， 
Wa 看 以 得 到 
了 9 Ee 1 ge:(O92%-+ Ogp 0g， ). 


Ox Ox Ox’ 7 


-112，。 


即 ， 和 等 村 由 度 规 张 旺 组 成 的 第 二 类 克利 斯 托 菲 符号 。 

我 们 看 到 ， 在 黎 曼 空间 中 ， 只 能 通过 上 度 规 张 量 按 式 
(4-1~22)、(4-1-23) 方 式 引 进 联 络 。 这 种 联络 称 为 黎 曼 联 
络 。 


§ 4-2 平行 移动 对 路 径 的 依赖 性 ”曲率 张 量 


一 、 平 行 移动 对 路 径 的 依赖 性 

将 上 一 节 的 公式 和 第 三 章 中 的 公式 对 比 ,不 难看 到 它们 
的 类 似 性 。 仿 射 联络 空间 中 联络 的 变换 性 质 式 (4-1-11) 和 平 
行 移动 的 定义 式 (4-1-14)， 同 仿 射 空间 的 曲线 坐标 中 的 相应 
公式 (3-3-6)、(3-3-2) 形 式 上 完全 相同 ， 黎 曼 空 间 中 的 标 积 
(4-1-8) 和 弧 长 (4~1-10) 的 公式 ， 同 欧 氏 空间 的 曲线 坐 宗 中 
的 相应 公式 (3-2-16)、(3-2-24) 形 式 上 完全 相同 ， 而 黎 曼 联 
络 和 度 规 张 量 之 间 的 关系 〔 克 利 斯 托 菲 符 号 式 (4-1-22)、 
(4-1~23)], 同 欧 氏 空间 的 沿线 坐标 中 的 相应 公式 (3-3-13)，、 
(3-3-14) 在 形式 上 也 完全 相间 。 很 自然 地 会 发 生 一 个 问题 ， 
怎样 看 到 所 研究 的 是 弯曲 的 仿 射 联络 空间 和 黎 曼 空间 而 不 是 
平 直 的 仿 射 空 间 和 殉 氏 空 : 间 呢 ? 在 这 一 “ 节 里 ， 我 们 要 回答 这 
个 问题 。 
z 假定 空间 是 平 直 的 ， 就 一 定 存在 平 直 的 仿 射 坐 标 系 ， 在 
这 种 坐标 系 中 ， 度 规 张 有 是 常数 张 量 而 联络 等 于 零 ( 见 式 
(3-2-21)、(3-3-4)) 。 即使 首先 分 定 的 是 曲线 从 标 , 度 规 
张 量 是 张 最 场面 联络 不 为 零 ， 也 总 可 以 通过 华 标 变换 变 到 仿 
射 坐 拆 系 ， 使 度 规 张 量 变 为 常 张 量 面 联络 变 为 零 。 可 是 ， 如 
果 空 间 本 身 是 硅 明 的 ， 则 不 状 在 平 直 的 仿 射 伐 标 宗 ， 因 而 不 
可 能 找到 一 个 坐 宗 变换 ， 使 度 规 张 量变 为 常 张 量 而 联络 在 整 
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个 空间 中 变 为 零 。 这 说 明 ， 仅仅 是 坐 宗 帝 曲 而 空间 不 这 曲 ， 
和 空间 本 身 恋 曲 在 实质 上 是 不 同 的 ， z 

我 们 的 目的 是 要 找到 二 个 能 判断 空间 是 否 弯 曲 和 弯曲 程 
度 的 量 。 从 以 上 的 讨论 可 见 ， 仅 仅 从 联络 和 平行 移动 、 度 规 
er et ee 5 曲 性 ， 而 不 能 判断 空 
间 是 否 弯 曲 。 光 空间 查 曲 性 的 关 据 是 平和 5 移动 对 路 径 的 信 
赖 性 。 

假定 所 考虑 的 空 s 间 是 平 直 的 ， 将 一 个 失 量 从 空间 的 菜 一 
点 村 平行 移动 到 另 一 点 N， 所 得 到 的 结果 是 完全 确定 的 ， 和 和 

gD 所 经 过 的 路 径 无 关 。 然 

而 ， 如 果 空 间 : 是 弯曲 
的 ， 情 况 就 不 是 这 样 ， 
矢量 平行 移动 的 结果 ， 
“不 仅 依赖 于 移动 的 起 点 
和 和 终点， 而 且 与 移动 所 
经 过 的 路 径 有 关 ， 举 一 
个 简单 俩 池 。 在 球面 过 
道上 的 一 点 于 沿 赤道 线 
图 4-! ， 球 而 上 矢量 的 平行 移动 与 路 径 有 关 ” 方向 作 一 矢量 a(M )。 
将 这 一 矢量 沿 径 线 MNV 平 行 移动 到 北极 N, 得 到 a(CN)。 如 果 
将 a(M) 先 沿 赤 道 平 行 移动 到 另 一 点 P， 然 后 再 洪 径 线 PN 
平行 移动 到 北极 N， 则 将 得 到 一 个 不 同 于 a(N) 的 矢量 
a(N)'， 如 图 4-1。 这 表明 ， 将 矢量 a(M) 由 M 点 平行 移动 
到 及 点 的 绪 果 ， 与 移动 所 经 过 的 路 径 有 关 。 这 是 弯曲 空间 的 
特征 性 质 。 
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二 、 曲 率 张 量 的 定义 

为 了 定量 地 描述 弯曲 空间 的 上 述 特 征 性 质 ， 可 以 利用 浴 
变 微 分 的 工具 ，。 

在 所 研究 的 空间 中 选取 一 个 二 维 昔 面 ， 它 的 参数 方程 是 

We Us (4—2—1) 

固定 2 的 值 让 4 变化 和 固定 4 的 值 让 v 变 化， 得 到 这 一 盟 面 上 的 
两 个 曲线 族 , 如 图 4-2。 Se 
x* 的 微分 分 别 是 


a 一 Ox” a 9X” i 攻 
dx 人 du, d ,x = ea. (4~2—2) 


按照 式 (3-4-18)， 协 变 张 量 场 ay 沿 直线 族 w 和 中 的 雪线 的 二 
变 微分 分 别 是 : 
Day=d,.ay—T sya, a. 2 (4-2-3) 
可 ee 2 dox? ee 
二 阶 微分 DD. 0y， 各 图 4-2 -2。 反 过 - ee 
来 ， 先 沿 2 移 动 ， 再 沿 4 移动 ， 得 到 二 
阶 微 分 DD,D,a,。 如 果 是 平 直 空 间 ， 
这 两 个 方向 的 移动 可 对 易 ， 因 而 按 不 
同 次 序 进行 的 二 阶 微分 相等 ， 而 在 克 | 
曲 空 间 中 ， 这 两 个 二 阶 微分 不 相等 ， so 沿 两 个 方向 协 
它们 的 差 标 志 了 空间 弯曲 的 程度 。 变 微 分 的 不 可 对 易 恰 
将 式 (4-2-3) 中 的 吕 .4y 代 蔡 式 (4-2-4) 中 的 a, ， 得 到 
DB, D.ay =d,.d,.ay—d,(T';ya,d, xe) 
~ gydad, x +T Sl Gd.x°d, xp 
=d,d,.ay—1}ya,d,d,.x?— 
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一 大 3 和 (da ad xp8+aqaeadxp) 
—d,l iy-aod, x + vl sayd Xed X6 
对 于 D.D ,ay 也 有 类 似 的 式 子 ， 只 不 过 是 肢 标 4 和 v 互 换 。 显 
然 ， 在 4 和 v 互 换 时 ， 上 式 右 方 的 头 两 项 不 变 ， 对 于 第 三 项 说 
来 ， 只 不 过 是 括号 中 作 和 的 两 项 交换 位 置 ， 因 而 整个 第 三 项 
也 不 变 。 因 此 ， 在 D,D.ay 和 DD,ay 相 减 时 ， 这 三 项 消 去. 
于 是 有 
D,D,.a,—D.D,ay= 
= 一 qd 和 Gd xe + Sy sa Gd .Xd,x? 
+d,T3y.ad, x — Ti,T sad,xed,x?. 
将 
ee d,x"” (i=u,V) 
代入 上 式 ， 并 在 第 二 和 第 三 项 中 交换 三 标 w<>8， 在 第 二 和 
第 四 项 中 交换 旺 标 44， 得 到 : 
(D,D.—D.D,)ay= 


d .3 


= (3 Tri) :edd 


引进 一 个 符 寻 
Ri i Oh tT, rT}, TS Ts, (4-2-5) 
则 上 式 成 为 


(PD,.D,—D.D,)ay= R.;, ;a,d,x"d.x’. (4~2—6) 
我 们 看 到 ,对 ay 按 不 同 次 序 进行 协 变 微 分 的 着 ,线性 地 依 
赖 于 0 及 dx ,Ad ,x ;这 一 线性 关系 的 系数 是 一 个 四 阶 张 量 
RR;i, 5*。 这 一 张 量 宗 志 了 在 不 凡 方 向 上 按 相反 次 序 进行 协 
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变 微 分 之 差 而 这 一 差 值 的 存在 义 是 由 二 空间 弯 上 由， 差 值 的 
大 小 标志 空间 弯曲 的 程度 .因此 , 张 量 开关 是 空间 弯 则 程 
度 的 标志 ， 称 为 曲率 张 量 (又 叫做 黎 曼 -克利 斯 托 菲 张 
量 ) 。 

三 、 井 率 张 量 的 性 质 

曲率 张 量 的 定义 式 (4-2-5) 可 写 为 


Rs y =Ap.,.»— A By | 
2 927 : . 4 2 
Li ? 一 O%” 了 ) 
由 此 立即 看 出 ， 卫 ,jy, > :对头 两 个 下 标 ap 反 对 称 
人 ? te Re ?“ 本 (4-2 -8) 


利用 曲率 张 量 不 仅 可 以 写 出 协 变 张 量 场 ay 的 交错 协 变 微 
分 (4-2-6)， 而 且 可 以 写 出 逆 变 张 量 场 0 的 交错 协 变 微分， 
为 此 考虑 标量 场 c*b*， 它 的 协 变 微分 是 四 
D,(arb,) = Dar .by +ar.D.by 
再 沿 v 方 向 求 一 次 协 变 微 分 ; 
DD,(ar’by)=D,D.ar .by+D,.1. D by eet Db 
+ar.D,D,by,. ee -2-9) 
出 于 or6, 是 标量 扬 ， 对 它 的 协 变 微分 等 于 通 党 的 微分 周 
(D,D,~D.D,)(arb,) = (d,d,.—d,.d,)(a’b,) = 0。 
在 式 (4-2-9) 中 交换 i、v 再 相 减 ， 有 三 项 消去 , 于 
是 有 
DD.—D.D,)ar .by+ar. (D, Dp. —D.D,)b,= 
改写 第 一 项 的 哑 窗 为 4, 将 第 二 项 移 到 右边 并 利用 式 (4-2-6)， 
117-. 
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(D,.D,—D.D,)a’.b, = — Ry, ya’d,x"d,x?b, 
这 一 式 子 对 任意 6b; 都 成 立 ， 因 而 有 
(D,D.—D.D,)a’=— RFR.;,»:a’d,x"d.x’. 
‘4-2-10) 
这 是 逆 变 张 量 场 a 的 交错 协 变 微分 公式 。 
为 了 进一步 得 到 则 率 张 量 的 更 多 人 性质， 需要 用 到 空间 无 
挠 率 的 假定 ， 即 联络 对 两 个 下 标 对 称 (4-1-137》: 


了 3 = 了 76 
在 此 情况 下 ， 按 式 (4-2-7) 定 义 的 453. sy 对 指标 ay 对 称 
-43 sy=4 和 ve (4-2-11》 


将 式 (4-2-7) 的 第 一 式 对 指标 48? 轮换 得 到 ， 
Rpy, i: = A go— Ai, ys 
hvi, p= .As yp— A?. .3p 
将 此 二 式 和 式 (4-2-7) 的 第 一 式 相 加 ， 注 意 到 式 (4-2-11)， 
可 看 到 右边 的 三 个 正 项 和 三 个 负 项 正好 相 消 ， 因 而 有 
Ri vt Rv, 0 (4-2—12> 
这 一 重要 恒等式 称 为 李 奇 恒等式 。 
对 曲率 张 量 求 协 变 导数 可 以 得 到 另 一 个 重要 恒等式 
请。 有 rr: + Rasy :+P RS, y=0, . 
(4--2-13) 
称 为 皮 安 瑞 恒等式 。 对 此 的 证 明 从 咯 。 
四 、 协 变 曲 率 张 量 
在 入 率 张 乔 及 :;.; :的 定义 式 (4-2-6) 中 内包 售 联络， 区 
而 适用 于 任意 的 仿 射 联络 空间 。 我 们 感 兴趣 的 是 有 联络 的 过 
学 空间 ， 因 而 有 度 规 张 量 g。* 可 供 利 用 。 利 用 它 将 人 7 六 的 
上 标 降下 来 ， 得 到 六 
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Rp re = dD Qs 《4 一 2 一 4 
称 为 协 变 曲率 张 量 , 
将 联络 和 度 规 张 量 的 关系 式 (4-1-23) 代 入 曲率 张 量 的 定 
义 式 (4-2-5)， 再 代入 式 (4-2-14)， 经 过 化 简 得 到 
R,sp ,6 = 0 Yu Ogoy 0? Yas i 


OXOXxY Ox’Oxs Ox"OXY 


“人 ES 

(4~2—157 

ep odd va seal a 

六 7。p 寺 6 时 不 变 ， 因 此 协 变 曲 率 张 量 在 前 、 后 两 对 指 宗 

we 

Rogp, ve= Ryo,op ， (4-2-16) 

由 于 曲率 张 量 R;s,y :对头 两 个 指标 反对 称 (参看 (4-2-8)) ， 
所 以 协 变 曲率 张 量 也 对 头 两 个 指 窟 反对 称 | 


Rop.vo=— Res,ys 。 (4-2-17) 
和 式 (4-2-16) 结合 可 见 ， 下 ,py, ys 对 后 一 对 指标 也 反对 称 
Res, ye=— Fs, oy 。 (4~2-18) 


注意 ， 曲 率 张 量 R85. :所 满足 的 李 奇 恒等式 中 的 三 项 
只 是 前 三 个 指标 轮换 ， 而 最 后 一 个 上 标 4 保 特 不 动 。 肉 此 ， 
将 这 一 指标 下 降 后 得 到 的 协 变 曲 率 张 量 R.p, vs 也 满足 类 似 
的 恒等式 ， : 

Rg, yst Rpy, soot Ryo, p83 = 0。 $d Bs -19) 

五。 地 奇 张 量 与 标量 曲率 

可 们 看 到 ， 蕴 率 张 量 是 4 阶 张 便利 用 折 村 久 并 ， 可 忆 
从 它 得 到 较 低 阶 的 张 量 ,，。 


-并 于 9 “人 


将 Ri,y' 的 第 一 和 第 四 指标 缩 并 ， 得 到 一 个 二 阶 张 虹 
Rosa= Ress = 9 人 opy 
a 一 Ti， (4-2-20) 

站 为 李 奇 张 量 ， 

容易 证 明 ， 李 奇 张 量 是 对 称 -- 阶 张 ， 实际 上 ， 根 据 协 
变 曲 率 张 量 的 对 称 性 质 式 (4-2-16)， 将 式 (4-2-20) 中 首 、 后 
两 对 指标 痪 位 ， 得 到 

R.p=g’° Res,pr=9 9 ogy, a 

2 所 以 上 式 右 方 等 于 Rp。。 因 而 有 


Rpo= Rg 0 (4-2-21) 
进一步 将 李 奇 张 量 的 指标 缩 并 ， 得 到 一 个 宗 量 


R=g"iR gp , | ps (4-2—22) 
. 称 为 标量 曲率 ， , 
六 、 二 维 黎 曼 空间 的 高 斯 曲率 
对 于 二 维 黎 曼 空间 ，c，0，?，95 都 只 能 取 1， 2 两 个 
值 。 此 时 ， 曲 率 : 张 量 人 pv 只 有 一 个 实质 性 的 分 量 
Ri 12% 
z Rs. 12 = FR,,, 21 一 Ri, 2 二 2e (4-2—23) 
它 和 高 斯 曲率 长 的 关系 是 ， 
K= Fists (4-2-24) 


【 例 】 计算 半径 为 上 的 球面 的 标量 胡 率 和 高 斯 骨 率 ， 
解 ” 采 用 球 坐标 ， 如 式 (3-1-21) ， 其 中 为 常数 。 它 是 
正 交 曲线 坐标 ， 其 拉 梅 系数 由 式 (3-1-22) 的 后 二 式 给 出 : 
Hy=r, HH,=rsing,.. | (4-2-25) 
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度 藉 张 二 〈(3-2-19)、(3-2-20) ) 是 


人 和 a (4 一 2 一 267) 


而 联络 (3=-3- es 
1 gy 


Cy §,. a Gy 


0 
(4-2-27) 
(对 避 ， Bb, Y 不 作 和 ) . 

将 式 (4-2-25) 代 入 式 (4-2-27)， 得 到 联络 不 为 零 的 分 量 ， 
Fa sin20， TT?,=T",=ctgb,. (4-2-28) 
代入 式 (4-2-5)， 得 到 曲率 张 量 的 不 为 零 的 分 量 : 

Rio.o'=— Rose = sin’d, | 

RR i Sls | 
和 式 (4-2-26) 一 道 代入 式 (4-2-14) 得 到 协 变 曲 率 张 量 的 不 为 


X42-29) 


等 的 分 量 ; z 
Rov, so = Rvs. ,Ry Rese, 
=YzSsin20。 (4-2—30) 
代入 式 (4-2-20)， 得 到 李 奇 张 量 的 不 为 零 的 分 最; 
R,,=1. R., =.sin’0. (4-2-31) 
奋 代 入 式 (4~2-22)， 得 到 标量 卜 率 
忆 = 多。 (4-2-327》 


由 式 (4-2-25)， (4-2-26) 有 

六 0 | 

detgos=| 7 SI 0。 (337 
0 + 2sin20 : 


和 式 (4-2-30) 一 - 道 代入 式 (4-2-324)， 竺 到 高 斯 站 王 


RR r? Sa 2 1 本 
fr4sim20 r2° (4 0 


可 见 ， 球 别 的 高 斯 册 率 等 于 半径 的 负 2 次 方 。 


4$ 4-3 黎 曼 空间 的 测 地 线 


一 、 测 地 线 的 定义 

在 平 直 空 间 的 一 个 连通 区 域 的 两 点 之 间 可 以 连接 各 种 不 
同 的 线 ， 其 中 有 一 种 特殊 的 线 一 直线。 在 两 点 之 间 有 一 条 
而 且 只 有 一 条 直线 。 

伤 射 联络 空间 和 黎 显 空间 般 说 来 是 考 脂 的 ， 其 中 内 有 
曲线 而 没有 直线 。 在 这 类 空间 的 两 点 之 闻 有 没有 类 似 于 平 直 
空间 中 的 直线 那样 的 特殊 的 线 呢 ? 答案 是 肯定 的 有， 那 就 
是 测 地 线 ， 

硒 曲 空间 中 的 测 地 线 有 哪些 和 平 直 空 间 中 的 直线 相关 似 
的 性 质 呢 ? 要 回答 这 个 问题 ， 先 要 问 ， 平 直 空 间 中 藤 宣 线 的 
本 质 性 质 是 什么 ? 当然 ， 直 线 是 直 的 ， 但 是 这 只 是 表 观 的 性 
质 ， 而 不 是 本 质 的 性 质 。 这 一 性 质 依 束 于 空间 的 平 直 性 ， 不 
能 推广 到 弯曲 空间 ， 

平 直 空间 中 直线 的 本 质 人 性 质 是 ， | 

(1) 在 某 一 点 和 直线 相 切 的 矢量 ， 在 沿 这 一 直线 平行 移 

. 动 时 ， 始 终 和 这 一 直线 相 切 ; 

《2) 在 两 点 之 间 联 接 的 各 种 线 中 ， 以 直线 为 最 短 ， 

这 两 点 是 平 直 空间 中 直线 的 本 质 性 质 ， 将 它们 推广 到 弯曲 空 
间 ， 就 得 到 测 地 线 。 z 
在 仿 射 联络 空间 中 没有 度 规 张 量 ， 不 能 比较 弧 的 长 短 ， 
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因而 测 地 线 只 能 具有 上 述 第 一 点 性 质 。 

定义 ”过 仿 射 联络 空间 的 一 点 作 一 根山 线 ， 假 定 和 这 根 
曲线 相 切 的 矢量 沿 这 一 曲线 平行 移动 时 ， 始 终 和 它 相 切 ， 则 
称 这 一 般 线 为 测 地 线 。 

在 有 隘 络 的 黎 受 空间 中 ， 也 可 以 用 这 作为 测 地 线 的 定 
义 。 在 此 情况 下 可 以 进一步 证 明 ，、， 测 地 线 基 有 和 平 直 空 间 中 
的 直线 类 似 的 第 2 条 性 质 ， 在 本 节 中 将 给 出 这 一 证 明 。 

二 、 测 地 线 的 微分 方程 

设 一 曲线 C 的 参数 方程 是 


x =xXx"(t), 6 二 ! 委 。 (4-3-1) 
过 这 上 曲线 上 一 点 和 的 矢量 
qdX。 a 
a"(M)=— (4—3—2) 
dt M 


和 这 曲线 在 必 点 相 切 。 按 定义 ， 如果 曲 线 是 测 地 线 ， 则 将 a* 

沿 曲 线 C 平 行 移动 到 NN 点 所 得 到 的 矢量 a? (N ) 仍 然 和 这 - 曲 

线 相册 ， 因而 和 (dx /dp 只 差 一 一 常数 因子 ， 
dX" ] 


a (N) =4 一 一 (4-3-3) 
dt Nv 和 


可 以 设法 将 比例 常数 4 吸收 到 参数 中 去 ， 为 此 ， 选 新 参数 为 

i dt - 交 

: | | iD (4~3- 和 

泊 此 解 出 a -3-1)， 得 到 以 5 为 参数 的 由 线 方 
Cs X=X"° (T), en A i 4.35) 

if (4 3- 47)， 

ea 1283 


pi 9 (4 -3—6)》 
hie 
dx”" dx” | - 
2 一 几 -- =4"( )。 
dt N dt 网 


这 里 的 六 是 曲线 C 上 的 任意 点 ， 所 以 ， 当 以 rz 为 数 时 ,在 
由 线 C 的 任意 点 上 都 有 


i 
G = dr °* (4-3—7) 


按 平行 移动 的 公式 (4-1-14)， 


i pp1v7 
da”= 一 三 JaGAadxyY ， 


希 而 ， 由 式 (4-3- “全 


用 dr 除 ， 得 到 
d2x 


= > dr * (4-3-8) 

og z 

方程 (4-3-8) 是 x"(7) 的 二 阶 常 微分 方程 。 在 初始 条 件 
Ceo) or, = 0, {= ) 0 (4-3-9) 
之 下 ， 这 一 方程 有 唯一 确定 的 解 。 这 表明 ， 过 空间 的 任 一 点 
hx | (4-3-10) 
i : z 

0 wk : (4-3—11) 
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让- 条 而 且 只 有 - -条 测 地 线 ， 

对 于 了 平 直 的 空间 ， 可 以 选取 仿 射 坐标 ， 使 联 络 太 3v =0 
此 时 测 地 线 方 程 成 为 直线 的 方程 

d?x® 
dtr? 

因此 ， 平 直 空 间 中 的 测 地 线 是 直线 ， 

三 、 黎 受 空 间 中 的 测 地 线 

以 上 在 给 出 测 地 线 的 定义 和 推导 测 地 线 微分 方程 时 ， 没 
有 用 到 空间 的 度量 性 质 ， 因 而 适用 于 任意 仿 射 联络 空间 。 

现在 假定 所 讨论 的 是 歼 曼 空间 。 此 时 , :以 上 所 给 出 的 测 
地 线 的 定义 和 测 地 线 的 微分 方程 仍然 适用 。 , 除 此 以 外 ， 还 可 
以 计算 沿 测 地 线 的 弧 长 。 wb ，， 

首先 应 该 注意 ， 如 果 所 讨论 的 是 伪 黎 坚 空 间 ， 则 弧 长 平 
方 的 二 次 型 (4-1-10) 不 是 正定 的 。 沿革 些 方向 强 长 为 零 。 在 
这 种 方向 上 的 测 地 线 称 为 迷 向 的 .… 拟 下 只 考 嵌 非 迷 向 的 测 地 
线 ， 弧 长 可 能 是 实数 〈 弧 长 的 平方 大 于 零 》 或 虚数 〈 弧 长 的 
平方 小 于 零 ) ， 但 不 等 于 零 。 
”“ 现 算 来 讨论 非 迷 向 曲线 的 弧 长 并 证 明 ， 当 固定 两 个 端点 
时 ， 所 有 这 些 弧 长 中 以 非 迷 向 测 地 线 的 缴 长 最 短 ( 注 )。 
”证 设 非 迷 向 曲线 的 参数 方程 为 


.=0，。 


CC,: x’=x" (41). (4-3-12) 
“ 仿 fF 
dx qx’ 


-草根 据 式 (4-1-10)， 出 线 C 的 弧 攻 为 
( 注 ) 更 确切 地 说 ， 是 有 极 值 
。 129。 


s = BE Provaas (4-2-14) 


对 于 不 同 的 曲线 C，x" 是 4 的 不 同 鲨 数 ， 由 式 (4-3-14) 得 到 
不 同 的 s 值 。 因 此 ，s 是 x" (4) 的 泛 函 : 


ECX]. (4-3-15) 
弧 长 为 极 值 的 条 件 是 泛 函 s 的 变 分 为 零 : 
6s=6|, Fi:d4=0, (4-3-16) 


由 式 (4-3-13) 知 ， 了 :是 X" (包含 在 9s: 中 ) 和 
x “三 dx"/di 的 函数 。 因 而 


3 J 六 OF OOF! 
3 Pd | (Sx es x“")d4=0 
将 
到 dx" 7 
Gx° 0-71 = di (Ox") 
代入 上 式 ， 并 进行 分 部 积分 ， 得 到 
OF!: 2 oF'!'? 0 2 
0 = 0 - 一 -df Ox“dA. 
dx 人 ar Ox dl Ox -)] 
(4-3-17) 


我 们 所 考虑 的 是 两 个 端点 固定 不 变 的 那些 曲线 的 弧 长 ， 因 而 
在 端点 处 (4 = 4, 和 14 = 42)，6x" = 0。 这 样 ， 上 式 右 方 第 一 
项 为 零 。 而 在 第 二 项 中 ;， 变 分 6x*“ 是 任意 的 ， 因 而 要 使 积 分 
为 零 ， 必 须 被 积 函 数 为 零 。 即 有 


一 “mr 


Ox” (4-3—18) 
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这 就 是 泛 函 极 值 (4-3-16) 的 欧 拉 方 程 。 


由 式 (4-3-18)， 
1 of a 1 of 1. 
ol? dx? -ps ee [=o. 
、 Ox 
或 
SS( 1 ef 十 l ad. 0 1 of = 个 
dh Fr i Fi1? dA 97。 Fi? Ox” 
去 掉 公共 因子 1/ 了 1 并 将 第 一 项 写成 第 三 项 ， 得 到 
d oF oF 1 oF dF .. 
ne es 一 -一 一- 二 0; (4—3—19) 
dA De OX 2F ye dA 下 


我 们 可 以 选 沿 曲线 的 弧 长 作为 曲线 的 参数 1 从 而 
x "=dx"’/ds。 因 而 ， 式 (4-3-13) 成 为 


dx dxs Yh 
P= gy, -3 = gpX" %", a 
出 此 有 
F dx 
of =29.p Y= 29。xX4， (4-3-200) 
OX" 
oF dgpy -py 
这 (4-3—20c) 


另 一 方面 ， 按 定义 式 (4~1-10)， 当 取 s 为 参数 时 ， 
ds=Fi/2 ds 

所 以 沿 整 个 曲线 C， 玫 保持 尖 常 数 
dF 


。 0 a 


将 式 (4-3-20) 、(4-3-21) 代 入 式 (4-3-19)， 得 到 
d oF er : 
ds S23 OxX” 
-0 6 99p， 月 
一 (2g9sp % ) DOXas x 2 X 
C2X2 Ogss dx dx® Ogsy dx’ dx 


ry 
将 右边 第 二 项 的 因子 2 写成 两 项 之 和 ， 并 在 共 中 的 一 项 中 交 
换 呈 标 6 二 7， 得 到 


Q 2X4A 1 Ogsp , Ogoy 0 dxs 和 


ds Se 0。 


(4-3—22» 
比较 式 (4-1-22)， 可 见 ， 第 二 项 的 系数 正 是 第 一 类 克利 斯 托 
菲 符 号 。 将 指标 c 改 写 为 4，、 和 9g") 缩 并 ， 利 用 式 (4-1-23) ， 
得 到 
qd 2X + 了 3 dx dxY 


‘ds? ds ds 
”这 正 是 测 地 线 的 微分 方程 (4-3-8)。 这 就 证 明 ， 使 弧 长 取 极 
值 的 非 迷 向 阳线 是 非 迷 铭 测 地 线 。 | 
$ 4 广义 相对 注 原 理 
在 这 一 节 颗 ， 我 们 简单 地 讨论 在 物理 学 中 应 用 弯曲 空间 


的 两 个 例 了 。 它 们 分 别 来 源 于 四 维 时 空中 的 广义 相对 性 不 理 
(广义 相对 论 ) 和 电荷 空间 中 的 广义 相对 性 原理 《局 域 虐 范 
理论 ) 。 
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一 、 有 引力 场 存在 时 时 空 的 弯曲 

引力 场 有 -- 个 重要 的 基本 特性 ， 即 ， 不 论 质 量 或 电 蕉 如 
何 ， 只 要 有 相同 的 初始 条 件 ， 一 切 物体 在 引力 场 中 都 会 以 相 
同 的 方式 运动 。 这 一 特性 和 引力 质量 等 于 惯性 质量 的 基本 事 
实 相 联 系 。 它 使 得 在 引力 场 中 的 运动 和 在 没有 引力 场 的 非 惯 
性 系 中 的 运动 看 起 来 没有 差别 。 

在 非 惯性 参考 系 中 ， 时 空 度 规 是 弯曲 的 。 从 一 个 简单 例 
子 可 以 看 到 这 一 点 。 在 惯性 参考 系 中 ， 用 直角 坐标 ， 时 空间 
请 的 平方 是 

qds2=aqx2+ady2+azz 一 C2df2。 (4—4-1) 
变换 到 没 x 方向 以 加 速度 a 运动 的 非 惯 性 系 ， 


1 yy 人， 


时 空间 隔 的 平方 成 为 
ds =dx’?*+dy’?*+d2z/*—(c*—at? re 


可 以 将 它 写 为 ( 略 去 撤 号 ) : 


= 人 gndx° dx’, (4-4-2) 

其 中 的 度 规 张 量 gos 不 是 党 张 量 。 不 管 时 间 # 的 变换 规律 如 

何 ， 也 不 能 把 这 个 式 子 化 成 时 空 坐 标的 平方 和 ( 差 ) 的 形 
式 ( 往 1， 这 样 的 Y" 是 弯曲 坐标 ， 见 式 (3-2-21) . 

以 上 例子 说 明 ， 在 非 惯 性 系 中 ， 时 空 坐标 是 弯曲 的 。 然 

而 ， 如 果 不 存 在 引力 场 ， 总 可 以 通过 坐标 变换 ， 变 到 惯性 


Oo 


[2 “如果 是 仿 射 坐标 系 系 ， 度 规 张 最 是 常 张 量 ， 就 总 可 以 把 它 对 角 化 ， 并 使 
对 角 元 素 变 为 一 ! . 
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系 ， 使 度 规 张 量 成 为 常 张 量 ， 相 应 的 时 空 坐标 是 平 直 的 闵 可 
夫 斯 基 坐 标 。 当 有 引力 场 存在 时 ， 情 况 就 不 同 。 物 理 的 引力 
场 总 是 非 均匀 的 ， 在 无 穷 远 处 它 必 定 趋 于 零 ， 而 不 能 保持 为 
常数 。 因 此 无 论 如 何 进 行 坐标 变换 也 不 能 把 它 完全 消除 掉 。 
用 数学 语言 说 就 是 ， 在 有 引力 场 存 在 的 情况 下 ， 时 空 度 规 张 
量 g。* 是 时 空 坐 标的 函数 ， 无 论 怎样 进行 坐标 变换 也 不 能 把 
它 在 整个 时 空中 变 成 常 张 量 。 因 此 ， 有 引力 场 存在 的 时 空 是 
弯曲 的 黎 曼 空间 ， 在 这 一 空间 中 ， 不 存在 特殊 的 惯性 系 ， 一 
切 参 考 系 都 是 非 惯性 系 ， 它 们 都 能 等 效 地 用 来 描述 物 理 规 
律 ， 这 就 是 爱 因 斯 坦 的 广义 相对 性 原理 。 

从 爱 因 斯 坦 的 广义 相对 性 原理 出 发 可 以 建立 引力 场 的 理 
论 。 这 里 不 痪 述 ， 只 举 质 点 在 引力 场 中 的 运动 作为 一 个 简单 
例子 . 

考虑 质点 在 引力 场 中 的 运动 。 在 没有 避 力 场 时 ， 质 点 沿 
直线 运动 ， 其 方程 是 

qd2xe 
ds? 
在 有 引力 场 存 在 的 情况 下 ， 质 点 沿 黎 曼 空间 中 的 测 地 绩 运 
动 ， 其 方程 是 式 (4-3-8): 
tl (4-4-4) 
其 中 出 现 的 联络 售 5y 就 代表 引力 场 。 

二 、 基 本 粒子 的 内 部 对 称 性 

弯曲 空间 在 近代 物理 学 中 的 另 一 个 重要 应 用 是 用 到 基本 
粒子 的 内 部 对 称 性 上 。 

不 考虑 引力 场 ， 因 而 四 维 时 空 仍然 是 平 直 的 闵可夫 斯 基 
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空间 。 但 是 ， 除 了 四 维 时 空 以 外 ， 基 本 粒子 还 有 内 部 自 出 
度 。 这 种 内 部 自由 度 所 在 的 空间 称 为 电荷 空间 ， 
z 按照 量子 场 论 ， A de (x) 描 述 ， 它 共有 
m 个 分 量 (i=1,2,…,m)， 每 个 分 量 都 是 时 空 坐标 x(% ， os 
xX? ,Xx3) 的 孙 数 ( 注 ;, 
考虑 用 mx m 维 么 正和 矩阵 U = (U1) 对; (x) 进 行 的 变 换 


py.—>P = UV),=Uiy,. . (4—4—5) 

其 中 的 变换 和 矩阵” 依 站 于 ”个 连续 变化 的 实 参量 6。(c = 1,2， 
1); 

U=U(0.,0,,.…,0.,). (4-4—6) 


变换 式 (4-4-5) 称 为 规范 变 措 。 如 有 果 系统 对 规范 变换 式 
(4-4-5) 不 变 ， 则 称 这 一 系统 具有 规范 不 变性 。 

可 以 将 $ ;看 成 是 电荷 空间 中 的 一 阶 张 量 , 而 将 式 
(4-4-5) 看 成 是 这 一 - 张 量 所 经 受 的 “坐标 变换 ”。 电 荷 空 间 
中 的 广义 相对 性 原理 要 求 运 动 方程 不 仅 对 于 四 维 时 空中 的 洛 
仑 兹 变换 是 协 变 的 ， 而 且 对 于 电荷 空间 中 的 变换 式 (4-4-5) 
也 是 协 变 的 。 换 句 话 说， 运动 方程 不 仅 应 是 四 维 时 空中 的 张 
量 等 式 ， 也 应 是 电荷 空间 中 的 张 量 等 式 。 

在 运动 方程 中 除了 场 算 符 ; 以 外 ， 还 包含 有 场 算 符 的 时 

空 导数 90;。 为 了 使 运动 方程 具有 协 变性 ， 必 需 0s% ,和 当 ， 
有 相同 的 变换 规律 。 即 要 求 0.%, 和 一样， 也 是 电荷 空间 
中 的 一 阶 张 量 。 如 果 变 换 矩 阵 U 与 时 空 点 Xx“ 无 关 ， 则 这 一 要 
求 目 然 满足 : 

Op:—>0.p; =0.(U ii) = Ui(0,Y,;) (4-4—7) 


i 


( 注 】 如 果 粒 子 有 自 旋 ， 则 场 算 符 还 有 自 旋 自 由 度 .这 里 忽略 这 种 情况 ， 只 
讨论 无 自 旋 的 粒子 . 
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因此 ， 由 区 ,和 0., 组 成 的 运动 方程 能 够 满足 电荷 空间 中 的 
协 变 性 要 求 。 
但 是 ， 如 果 变 换 矩 阵 U 与 时 空 点 x* 有关， 情况 就 不 同 
了 。 这 样 的 变换 称 为 局 域 规范 变换 。 在 局 域 规范 变换 下 、 不 
同时 空 点 的 场 算 符 经 受 不 同 的 规范 变换 。 此 时 ，9. 少 ,不 再 按 
电荷 空间 的 张 量 规律 变 : 
9 一 >Oub; =0,.(U ip;) = ;90gi+(9oL iD) 力 ) 。 
为 了 得 到 一 个 在 电荷 空间 中 服从 张 量变 换 规 律 的 求 导 算 
符 ， 应 该 仿照 式 (3-4-8) 引进 协 变 导 数 ! 主 ) 
9 一 > (万 全 全 一 站 2 (4-4—8) 


注意 ， 这 里 的 “联络 > ! ;的 三 个 指标 中 ， 有 两 个 指标 (i， 
站) 是 电荷 空间 的 指标 ， 而 另 一 指标 (pW 是 四 维 时 空 的 指标 ，。 
在 ;经 受 规范 变换 式 (4-4-5) 时 ,站 ;ij 的 指标 i、/ 经 受 变 换 ， 
而 指标 Hp 不 变 。 因 而 在 引用 (3-4-5)、《4-1-11) 等 公式 时 ， 应 
该 令 0 = 6->14，ay?-17，a1Y 一 六 7， 从 而 有 

ye 


0 
. OX 


月 
二 (4-4-9) 


铬 此 ， 按照 式 (3-4-5)， 当 风 ;, 经 受 变 换 (4-4-5) 有 时 ， 协 变 导 
数 的 变换 是 
Pp O00i— Ti;—>U''(0.0i—T ii,)y; 
” [ 注 】 在 现在 所 讨论 的 问题 中 ， 有 两 个 空间 一 一 四 维 时空 和 电荷 空间 .性 
当地 描述 这 类 问题 的 数学 工具 是 纤维 从 ， 这 超出 了 本 书 的 范围 但 是, 仅 


仅 只 是 形式 地 引用 前 面 的 一 些 公 式 ， 也 能 得 到 很 多 有 用 的 结果 ,如 式 
(4 4-8)、(4-4-13)、{(4-4-19), 
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=U1 记 ， (4-4-107 

亡 和 六 前 变换 式 (4-4-5) 相 同 ， 都 是 电荷 空间 中 的 一 天 张 
量 ， 因 而 用 yw; 和 协 变 导 数 广 ,组 成 的 运动 方程 能 满足 电 荷 
空 名 中 的 协 变性 要 求 ， 

我 们 看 到 ， 要 求 运动 方程 涂 了 四 维 时 空中 的 洛 仑 兹 协 变 
性 以 外 还 有 电荷 空间 的 协 变性 ， 自 动 导 致 除 物 质 场 办 ,; (x) 以 
外 出 现 新 访 场 i; (x)。 按 式 (4~1-11), 人 ;的 变换 规律 
是 : 
A 


(4—-4-11> 
它 可 以 按 电 荷 空 间 的 指标 1 7 排 成 一 个 矩阵 ; 
Ti (x) = A, (XxX); (4-4-12) 
这 一 矩阵 的 每 个 分 量 都 是 四 维 时 空中 的 一 阶 张 量 场 〈( 即 矢量 
场 )CA,(x));， 称 为 规范 场 。 
将 式 (4-4-12) 代 入 式 (4-4-11) 得 到 规范 场 的 变换 规律 。 
它 可 以 写成 电荷 空间 中 和 矩阵 乘法 节 形式 : 


A (x) -> A, Ss)’ =UA(X)U™! +( ’ 


A 

(4-4-13) 
在 物质 场 受 到 变换 (4-4-5) 的 同时 ， 规 范 场 受到 变换 
(4-4-13)。 这 样 得 到 欧 场 (XxX) ，A44《xX) 和 原 有 的 场 办 (x)， 
A (Xx) 一 样 ， 描 述 辐 一 物理 情况 。 这 点 是 推广 到 电荷 空间 的 
相对 性 原理 。 现代 的 粒子 物理 理论 就 建立 在 这 一 原 哩 的 人 条 础 
a 

利用 工 5j 可 以 定义 平行 移动 。 仿 照 式 (4-1-16)， 刀 果 党 
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C: Wax"(r) : (4 4 .14 
移动 dx* 时 ， 风 ;的 改变 是 
dy, =I i Wadx: 
谨 称 y, 沿 赐 线 《平行 移动， 
仿照 式 (4-2- 的 交错 协 变 微分 的 公式 
(DD.—D.D, yy, = Ri;, ip;ydox*de Xx, (4-4-16) 
其 中 的 “曲率 张 量 ”By;, ; ! 按 式 (4-2-5) 定 义 : 
Be a rn eo i 


OX” Ox* 


9 (4 4 15) 


(4-4~17) 
上 ?的 指标 构成 可 以 看 出 ， 它 是 电荷 空间 中 的 二 
阶 张 量 ， 可 以 排 成 矩阵 ， 
及 EX) 。 (4—4—18) 
它 的 每 一 个 分 量 都 是 四 维 时 空中 的 二 阶 反 对 称 张 量 场 
Ch 
按 式 (4-4-12) 定 义 的 4x(xz) 〈 略 去 电荷 空间 的 和 矩阵 指 
标 ， 下 同 ) 是 规范 场 的 势 ， 而 按 式 (4-4 人 18) 定 义 的 三 (2) 
是 规范 场 的 场 强 。 它 们 之 间 的 关系 可 以 通过 将 式 (4-4~12)、 
(4~4-18) 代 入 (4-4-17) 而 得 到 ， 
FP,,(%) = = OO) As, A,I, (4-4-19) 
右 方 的 括号 代表 两 个 矩阵 的 对 易 子 : 
544 二 .44 一 44 (4-4-20) 


as 134. 


